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0 Uvod

Nazev tohoto ucebniho textu se miize zdat ponékud zavadéjici: piinejmensim ze
skript [8] uz totiz zname zékladni metody a p¥istupy linearni algebry, a vyzradime-
li navic, ze v matematické literatuie se bézné jako synonyma pouzivaji pojmy
Hlinearni prostor® a ,vektorovy prostor, mohli bychom snad ocekavat, ze se
nyni (asponl po teoretické strance) nedozvime mnoho nového, ponévadz (takzvany
aritmeticky) vektor mizeme definovat jako zvlastni matici, (tedy obdélnikové
schéma, sestdvajicimi z redlnych ¢isel), o jednom sloupci (nebo fadku). Bylo by
ovsem hrub¢ zjednodusujici se domnivat, ze nyni staci jen pfisoudit pojmu vek-
toru (ziejmé o tiech slozkach) geometricky vyznam, vysSetiit jeho nékteré vlast-
nosti a zavéry (jiz v navazujicim ucebnim textu) aplikovat na zkouméani lineérnich
geometrickych objektil (bodi, piimek, rovin atd.) v trojrozmérném euklidovském
prostoru.

0.1 Cile

Poslanim tohoto ucebniho textu je ukézat, Ze pojem vektoru lze chapat v da-
leko obecnéjsim smyslu — napf.v dnes jiz klasické ucebnici [7], urcené ,poslu-
chac¢im vysokych gkol technického sméru“, se vektorem rozumi jakykoliv prvek
tzv. vektorového (linearniho) prostoru, tj. mnoziny jistych objektil, opatfené arit-
metickymi operacemi vzajemného s¢itani a nasobeni redlnou konstantou, vyho-
vujici uréitym pfedepsanym pozadavkim. Tato abstrakce neni samotcelna — jeji
vyznam spiSe s Casem narista, tak jak se s rozvojem technickych véd, teoretické
i aplikované matematiky i pocitacového hardwaru a softwaru stava realistictéj-
$im vérohodny korektni matematicky (nejen zjednoduseny empiricky) popis stale
slozitéjsich jevii a procesi v pfirodé i v technické praxi. V zadjmu odstranéni
dvojakosti pojmenovani véak (na rozdil od [7]) budeme v tomto ucebnim textu,
plijde-li o zkoumani takovych obecnych objektil, hovofit o ,linearnim prostoru®,
resp.o ,,prvku linedrniho prostoru“, a pojem ,vektor“ skuteéné ponechdme pro
uspofadanou mnozinu sestavajici z konec¢ného poctu realnych cisel. Budeme se
také snazit minimalizovat pocet a duplicitu nové zavidénych pojmi: budeme
napft. disledné mluvit o ,,vlastnich éislech® a ,vlastnich vektorech® realnych ¢tver-
covych matic, i kdyz se Casto v literatufe, mj.i v [8], ve stejném smyslu pise i
o ,charakteristickych ¢islech” a ,charakteristickych vektorech®).

0.2 Pozadované znalosti
Cely ucebni text je napsan tak, aby byl srozumitelny pro studenty s bé&znymi stie-

doskolskymi znalostmi matematiky; navic se pfedpokladé jediné znalost pojmi a
zékladnich vét z prvnich 4 kapitol [8], napt. Frobeniovy véty o FeSitelnosti soustav
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linearnich algebraickych rovnic. Zcela se nepodafilo vyhnout problematice vlast-
nosti realnych funkci jedné readlné proménné, které se daleko podrobnéji vénuje
[10]; vyklad (i za cenu nékterych vagnich formulaci a prezentace nedokazovanych
tvrzeni) je vSak zésadné veden tak, aby byl srozumitelny i bez hlubsich zna-
losti teorie funkei, resp. jejich diferencialniho a integrélniho poctu. P¥i pfipadném
pozdéjsim studiu nap¥. polynomickych funkei véak bude uzitecné si uvédomit, jak
tzv. Hornerovo schéma pro vypocet funkénich hodnot miize byt uziteéné pii feseni
algebraické rovnice obecného piirozeného stupné, ke které zpravidla vede problém
nalezeni tzv. vlastnich ¢isel a vektort realné étvercové matice. Zajemetim o hlubsi
pochopeni této problematiky je mozno doporucit klasickou knihu [5], kterd byla
vydana jako soucést popularni edi¢ni fady , Teoretickd kniZnice inzenyra“. Dalsi
studium by se také mélo zaméfit na zaplnéni mezery mezi jednoduchymi instruk-
tivnimi pitklady (zvladnutelnymi vesmés jen s tuzkou a papirem), vyskytujicimi
se v tomto ucebnim textu, a skuteénymi tilohami generovanymi technickou praxi
(mnohem vétsiho rozsahu, vyzadujicimi optimélni nasazeni vhodné vypocetni
techniky); pfes svou letitost k tomu mize svym piehledem efektivnich vypo-
¢tovych algoritmil i¢inné napomoci ucebnice [9] (pochopitelné s pfihlédnutim
k vyvoji pocitacového hardwaru i softwaru uplynulych desetileti). S vybranymi
numerickymi algoritmy (napf.s iteracnimi metodami pro feseni soustav linear-
nich algebraickych rovnic a s mocninnou metodou pro vypocet vlastnich ¢isel a
vektoril realnych ¢tvercovych matic) se lze také seznamit ve skriptech [2]. Pozna-
menejme, ze nékteré podklady pro samostatné studium (domaci i zahrani¢ni) jsou
volné k dispozici i v elektronické podobé, ¢asto vsak vyzaduji hlubsi pfedbézné
(nejen jazykové) znalosti a schopnosti orientace v riznych partiich matematiky
(srov. [6]) piipadné se (jako napf. [11]) tématicky pfekryvaji s nasim ucebnim tex-
tem jen Casteéné. Z klasickych tisténych ucebnic, opakované vydavangch (a proto
pomérné dostupnych), provéfenych v podminkach FAST nékolika generacemi stu-
dentil, zmitfime aspoi [4] a [12]. Rozsahlou zésobu zadani béznych typt piikladi
k procvicovani (podrobné nefesenych, pouze doplnénych spravnymi vysledky),
zpracovanou kolektivem uciteli FAST VUT, obsahuji skripta [3].

0.3 Doba potfebna ke studiu

Pro studium linedrnich prostori a operatorii je v souc¢asném ucebnim planu fad-
ného studia na FAST VUT v Brné vyhrazeno celkem 8 hodin pii mé vyuky,
z toho 4 hodiny pfednések a 4 hodiny cviceni. Vzhledem k rozsahu problematiky
a k jejimu uplatnéni v navazujicich modulech pfedmétu ,Matematika“ i v odbor-
nych pfedmétech stavebni ho inzenyrstvi se pfitom spoléha na vlastni piipravu
kazdého studenta, jejiz ¢asova narocnost je individuélni, souvisic s predbéznymi
znalostmi stfedoskolské matematiky i rozvijenim schopnosti logické ho mysleni.
To jesté ve vétsi mife plati pro studenty kombinované formy studia. Pfes snahu
autorpfistupnost vykladu nenil tento text lehkym c¢tenim — nejde zde totiz pri-
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marné o zvladnuti baliku faktografickych znalosti ani souhrnu algoritmii, které lze
béhem dal&i ho studia postupné bez nasledkil zapominat, ale o osvojeni tvofivého
pristupu k technickym probléms vyuzitim modernich matematickych prostfedkii.

0.4 Klic¢ova slova

Klicovd slova: linedrni prostor a podprostor, linedrni zdvislost, bdze, dimenze,
souradnice, norma, aritmeticky a geometricky vektor, skaldrni soucin, linedrn{
operdtor, vlastni cislo matice, vlastni vektor matice.

Vratme se nyni (po nékolika informativnich a nazvoslovnych poznédmkach)
k vlastni problematice tohoto ucebniho textu. V dosavadnim studiu matematiky
jsme se setkali s fadou mnozin, na nichz byly definovany néjaké operace, pfi¢emz
vysledkem téchto operaci byly prvky stejné mnoziny. Tak jiz pravdépodobné od
prvni t¥idy zakladni gkoly jsme studovali mnozinu vsech realnych (nejprve celych,
pozdéji i racionalnich a jinych) ¢isel 17 s bindrnimi operacemi s¢itani a odéitani,
s unarni operaci zmény znaménka a postupné i s binarnimi operacemi nasobeni a
déleni (jen déleni nulou bylo zakazano). Posléze jsme zjistili, ze obdobné operace
lze provadét nejen s realnymi éisly, ale i s reaAlnymi funkcemi reélngych proménnych
na celém jejich defini¢nim oboru. Jiné zobecnéni pfedstavoval pfechod od operaci
na mnoziné I? k operacim na mnoziné vSech komplexnich éisel €' (bez jejichz
znalosti bychom nebyli schopni vyfesit napi. ani kvadratickou rovnici s realnymi
koeficienty). Diky prostudovani [8] umime pracovat s maticemi, sestavajicimi z ¢i-
sel z I?, o jistém piirozeném poctu m Fadki a n sloupet; mnozinu vSech takovych
schémat pro néjaka m.n € N, kde N = {1.2....} (symbol N vyhradime pro
mnozinu vsech prirozenych éisel), oznac¢me 27",

Pro m.n € N méme nejprve matice 4. B € R™". Bez potizi dokdZeme
urcit jejich soucet ' = A+ B € R™*". Totéz plati o rozdilu 4 a B, p¥ipadné
o nasobeni kterékoliv z téchto matic libovolnym redlnym éislem. Obtize nastavaji
v piipadé, chceme-li 4 nésobit I3: evidentné by muselo platit m = n, tj.obé
matice by musely byt ¢tvercové, a navic obecné 4.3 == 3. 4. Pokud bychom chtéli
konstruovat napf. k matici 4 matici inverzni (¢imz se zpravidla obchazi chyhéjici
operace déleni pfi pocitani s maticemi), musela by matice 4 byt navic regularni
(¢ili det 4 = 0). Vidime tedy, Ze analogie s poc¢itdnim s redlnymi ¢isly funguje
jen u operaci s¢itani matic a nasobeni matic ¢isly z [ (o od¢itani uz nemusime
mluvit zvlast, ponévadz rozdil 4 — B lze interpretovat jako soucCet matic 4 a
—1.D). Véimnéme si také, ze pro libovolnou matici .4 o 1 = 1 sloupci (pro kterou
se pouziva specidlni nazev ,sloupcovy vektor), mizeme vzdy sestavit soucin
AT 4, jehoz vysledkem je pouhé ¢&islo z I? (totéz by pochopitelné bylo mozné pro
B.B" a ,fadkovy vektor” ¢ili matici B o m = 1 fadku); tuto myslenku uplatnime
v definici tzv. skalarniho soucinu.

Naznacené operace bude zfejmé mozno zavést i na velmi obecnjch mnozi-

%
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nach. Jednotny matematicky aparat nam nésledné umozni i jednotny pristup
k riiznym problémium matematickym, fyzikalnim i motivovanym potfebami tech-
nické praxe, bez néhoz neni mj. mozné vytvéret ani tvircim zplsobem vyuzivat
moderni softwarové nastroje pro analyzu vlastnosti, navrhovani a posuzovani sta-
vebnich konstrukei.

1 Pojem linearniho prostoru a podprostoru

Doposud jsme se v praxi (i kdyz jsme to explicitné nezdiraziiovali) seznamili
s Fadou linedrnich prostorii, napf.s jiz citovanymi prostory 2, €' nebo R"7*"
(m.n € N). Nyni zavedeme obecnéjsi pojem linedrniho prostoru a jeho pod-
prostoru, zalozeny na vlastnostech operaci vzijemného s¢itani prvkil a nasobeni
prvkil redlnou konstantou.

Definice 1.1: Mnozinu L, na které lze zavést operace + (s¢itani) a . (nasobeni
¢islem z ), nazveme linearnim prostorem, pravé kdyz pro libovolné prvky
u.v.w € L a pro libovolna éisla «. 3 € I? jsou splnény nasledujici pozadavky:

a) uzavienosti mnoziny L vzhledem k uvedenym operacim: w+v € Lao.u € L,

b) komutativnosti s¢itani: v + v = v + u,

¢) asociativnosti scitani: (v + v) +w = u + (v + w),

d) existence nulového prvku pii s¢itani: existuje takovy prvek o € L, ze u+o0 =
u,

e) existence inverzniho prvku pii s¢itani: existuje takovy prvek —u € L, 7e
u+ (—u) =o,

f) asociativnosti nasobeni realnym ¢islem: a.(3.u) = («.3).u,

g) distributivnosti sou¢ttt prvki z [? vzhledem k nésobeni prvkem z L: (« +
N =au+ 3,

h) distributivnosti souctt prvka z L vzhledem k nasobeni prvkem z I?: a.(u+
v) = a.u+ a.,

i) existence jednotky pro nasobeni redlnym éislem: : 1.u = w.

Abychom se pfesvédcili, ze predchozi definice zahrnuje i uzitecné prostory
riizné od téch, které jsme jiz zmitovali, uvazujme mnozinu /”" v8ech redlnych
polynomickych funkci jediné proménné » € I? stupné nejvyse n € N, tj. funkci,
které lze zapsat ve tvaru

flry=ay+a.0+ ... +a,2"

B
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pro néjaké soucinitele «g.....a, € 1. Operaci + lze zavést snadno zvl4st pro
kazdé pevné = € R: f(x) + g(r) je pro libovolnou dvojici funkei f.g € I jen
obycejné s¢itani redlnych ¢isel. Stejné zdivodnéni miizeme uplatnit i v pfipadé
operace . a soucinu «.f. Ovéfovani vlastnosti a) az i) pak degeneruje ve snadné
ovéfovani tychz vlastnosti pro prvky /7.

Jinym ¢asto pouzivanym pfikladem linedrniho prostoru je mnozina S vSech
posloupnosti (1. ba. . ..) sestavajicich z nekoneéné mnoha redlnych ¢isel by. bo. . ..
s obvyklym souctem posloupnosti a nasobenim posloupnosti realnym cislem.
Snadno se piesvédéime, ze za nulovy prvek S musime volit posloupnost (0. 0. .. .).
Obdobné v prostoru ™" tvoii prvek o nulovd matice o m tadcich a » sloup-
cich. Symbolem o bude i nadéle vyhrazen (uz bez explicitniho zdiraziovani) pro
nulovy prvek jakéhokoliv linearniho prostoru L.

Definice 1.2: Neprazdnou mnozinu 1/ nazveme podprostorem linearniho
prostoru L, pravé kdyz plati v+ v € M a a.u € M pro kazdé n.v € M aa € R
(tj. je-li pozadavek a) splnén zvlast pro mnozinu A/ namisto L).

Pro ilustraci této definice uvazujme v .S mnozinu S, v8ech aritmetickych po-
sloupnosti (tj. posloupnosti (0.0 + .0+ 2.c....) pro néjaké b.¢ € I?) a mnozinu
S, v8ech geometrickych posloupnosti (tj. posloupnosti (0. b.c. b.c?....) pro né&jaka
b.c € ). Jejich vlastnosti budeme zkoumat v nasledujicim piikladu.

Priklad 1.1: Zjistéte, tvoii-li mnoziny S, a S, podprostory linearniho pro-
storu ..

Reseni: Zabyvejme se nejprve mnozinou S,. Uvazujme v ni jakékoliv dvé
posloupnosti (01. by +¢1.014+2.¢1....) a (ba. ba+ 2. ba+2.¢9, .. ) 8 D1, ba. 1. 2 € IR,
Jejich souctem je posloupnost (0.0 + .0+ 2.c....) s b =0y + by a ¢ = ¢1 + ¢o,
ktera patii opét do S,. Jesté jednodussi je ovéfit, Zze realny nésobek posloupnosti
z S, je opét posloupnost z S,. S, tedy tvofi podprostor .S. Vyslovime hypotézu, 7e
také S, tvoii podprostor 5. Méjme nyni specialni posloupnosti z S, (1.1.1....) a
(1.2.2%....). Jejich souctem je posloupnost (1 + 1.1+ 2.1+ 4....). Patii-li tato
posloupnost S,, musi ji byt mozno vyjadfit ve tvaru (0. b.c.b.c2....) pro néjaka
b. ¢ € I’; musi tedy mj. platit

1+1=0. 142=bec, 1+4=0.2

PonévadZ podle prvni rovnice b = 2, dostavame ze druhé rovnice nasledné ¢ = 3/2
a ze tiet] poté nespravny vysledek 5 = 32/2. NaSe hypotéza byla chybna: S,
netvoii podprostor S.

V tomto ucebnim textu se budeme zanedlouho podrobnéji zabyvat analytic-
kou geometrii v prostoru 123, tedy v onom prostoru, se kterym pievazné pracuje
deskriptivni geometrie. Pfedem si uz muZeme uvédomit, %e cely prostor I?* je
sam sobé také podprostorem, ale ze (z praktického hlediska pfedevsim) tvoii
podprostory I?? téz roviny a piimky (nikoliv v8ak obecnégjsi ¢ary nebo plochy)

AV
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v libovolnych polohéach.
Priklady pro samostatné studium:

Priklad 1.2: Rozhodnéte, zda mnoZina 3 vech funkei f € D3 vlastnosti
f(r) = f(—r) pro kazdé » € I? (tj. mnozina vsech sudych polynomickych funkei
nejvyse tretiho stupné) tvoil podprostor I72.

Vijsledek: Tvofi.

Priklad 1.3: Zjistéte, zistane-li vysledek predeslého piikladu v platnosti,
definujeme-li séitani v " pro libovolné funkee f.¢ € I’ a jejich soucet h € "
pro kazdé » € I? predpisem

r) =a.f(r)y+ J.g(x).

v némz « a 3 jsou pfedem zvolena navzajem riizné realna cisla.

Vijsledek: Neziistane.

2 Linearni zavislost a nezavislost

Samotny pojem linearniho prostoru (resp. podprostoru) v sobé nezahrnuje zadnou
informaci, zda a jak jsou prvky pfislusného prostoru vzajemné zavislé, piipadné
jaky pocet (a v jakém smyslu) nezévislych prvki lze v prostoru nalézt. Tento
nedostatek nam pomohou odstranit néasledujici definice.

Definice 2.1: Prvky wy.....u,, kde n € N, linearniho prostoru L nazveme

linearné zavislymi, préavé kdy7z existuji takova Cisla «4.....«, € IR, z nichz
aspon jedno je nenulové, Ze

U+ Uy, = 0.

Prvky wuy.....u,, kde n € N, linearniho prostoru L nazveme linearné nezavis-
Iymi, pravé kdyz nejsou linearné zavislé.

Definice 2.2: Prvek © linedrniho prostoru L nazveme linearni kombinaci
prvkad uq, .. .. uy, € Lo kde n € N, praveé kdyz existuji takova ¢isla . . ... a, € R,

z nichZ aspon jedno je nenulové, ze

VUL 4 Uy, = 0

K pochopeni vyznamu téchto definic i zptisobu ovéfovani jejich predpokladi
snad prispéji t¥i nasledujicich ptiklady, ve kterych budeme pracovat s jiz zavede-
nymi prostory 1%, R?*2 a 2.

Piiklad 2.1: Ovéite, jsou-li vektory v = [1.2.3]", ¢ = [3.1.0]" a w =

% ;.,-'.
e
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[5.5.6]" linedrné nezavislé v 1?3, Jsou-li naopak linearné zavislé, vyjadiete w jako
linearni kombinaci « a .

Regend: Hledejme takové soudinitele v, oy a «rg, aby platilo
.U+ Q.U+ (3. W = 0

zde 0 = [0.0.0]". Tuto rovnici (formalné jedinou, ve skutecnosti vSak reprezen-
tujicl soustavu 3 linedrnich algebraickych rovnic o 3 neznamych aq, as a as)

muzeme po dosazeni slozek vektoru u, v a w prepsat v piivétivéjsim maticovém
1 2 3 an 0
31 0 . ¥y = 0
5 5 6 Qg 0

Vsimnéme si, ze transpozice v zadani vektorit v, v a w (a nasledné pii chépani

nulového vektoru o) je zde nepodstatnd — prostor [?* ma stejné vlastnosti, at
jeho prvky chapeme jako vektory fadkové ¢i sloupcové. Dostdvame homogenni
soustavu, ktera ma vzdy trividlni fegeni «y = a9 = 3 = 0. Musime zkoumat,
ma-li i néjaké jiné feSeni. Gaussovou eliminaci vychazi

1 2 3 1 2 3
31 0(~]0 =5 =9
55 6 0 -5 -9
Zvolime-li libovolné a3 = t € 7, dostdvame postupné o, = —9.4/5 a a; =

—3.t —2.(=9.t/5) = 3.t/5. Vektory u, v a w jsou tedy linedrné zévislé a (zvolime-
li napt.t = 5) plati
Su—9v4+5w=0

neboli

Priklad 2.2: Ovéite, Ze matice

i) aeia) eefai]

jsou linedrné nezavislé v %72,

1

Resend: Staci ukézat, ze maticova rovnice
ar A+ a9 B4+ a3.C+a. D=0,

v niz o je nulovd matice o dvou fadcich i sloupcich, mé jediné feseni a; = ap =
az = az = 0. Tuto rovnici lze evidentné (rozepisujeme-li ji pro jednotlivé prvky
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matic 4, B, C' a D na odpovidajicich pozicich v obou fadeich a sloupcich) for-
mulovat ve tvaru

1121 ap 0
2. 2 30 az | |0
310 1 as |~ |0
000 1 (g 0

Determinant matice této soustavy je

SENTEE
=12 2 3|=94+4-12-3=-2=0.

31 01 310

00 01

Soustava je regularni, a nemize mit tedy jiné feSeni nez uvedené trivialni feseni.

Priklad 2.3: Ze c¢tvefice funkei fo, fi, f2, f3 zavedenych pro kazdé = € I?
vztahy

fo()=1. fi(r)=140r. fo(0)=22 fa(r)=1+r+227°

vyberte libovolnym zptisobem tii funkce linedrné nezavislé v I”* a vyjadrete, je-li
to mozné, jako jejich linearni kombinace v I’® funkce ¢ a ¢ pfedepsané pro kazdé
x € It vztahy

o(r) = 3, o(r)y=-1-3.u0+ 4.2,

Resend: Uloha neni ziejmé zadana jednoznacné; nejsnazsi by mélo byt vyloucit
z dalSich tivah funkci f3 = f; + 2. f,. Musime vSak jesté ovéfit, ze funkee fo, f1
a fo jsou linedrné nezavislé. Predpokladejme opak: existuji tedy takové realné
koeficienty v, a1 a «vg (jejichz pofadova ¢isla jsme prizptsobili pofadovym ¢islim
zadanych funkei), z nichz asponl jeden je nenulovy, ze

aofo+ arfi +agfa =o0;

o je zde funkce, jez vraci ¢islo 0 pro kazdé realné r. Volime-li postupné » = 0,
7 =1ax=—1, obdrzime soustavu

1 10 Qo 0

1 2 1(-|a |=10

1 01 (o 0

Determinant matice této soustavy je

— = =

1
2
0

e e ]

2 1 11 .
_1‘01‘111‘_12L0_270
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Tim vsak dospivame ke sporu — matice soustavy je regularni, takze soustava ma
(je-li to mozné) vyjadiit » a «* jako linedrni kombinaci fo, fi a fo. Pokusme se
0 to soucasné pro ¢ i pro ¢: sta¢i nalézt néjaké takové redlné soucinitele 39, 71 a
Ja, T€SP. Y0, 71 @ 72, aby platilo

o =ofo+ NS+ Fafae v =0fo+ 1+ el
Volime-li postupné + =0, » =1, » = —1 a = = 2, obdrzime soustavu
[1 1 07 . [ 0]
20
1 21 . 1
N =
1 01 . -1
72
|1 3 4 | L 8]
resp. soustavu
(1107 . [ —1 7
121 N
101 Tl o6
[ 13 4] b7 [ 9
Gaussovou eliminaci vychazi
110 0 —1 1 10 0 —1
1 21 1 0 0 11 1 1 N
101 -1 6 0 -1 1 -1 7
134 8 9 0 24 8 10
11 00 -1 11 00 -1
0111 1 0111 1
0020 8 0020 8
0026 8 0006 O

Nepravdivy zavér 6 = 0 v poslednim Fadku nas v prvnim piipadé informuje, e
nelze v 1”3 ziskat jako linearni kombinaci fo, f1 a f2. I ve druhém piipadé musime
byt obezietni: posledni rovnice sice vypadne a z prvnich tii dostdvame postupné
~9 =4, 71 = —3 a "y = 2, neni viak jesté zcela jasné, Ze pro jinou volbu  bychom
neskondili stejné jako v prvnim p¥ipadé. Zd4 se vSak, e © = 2.fo — 3.f1 + 4. f5.
Dosadime-li sem za ¢, fo, f1 a f2, dostavame identitu

—1—=3r+4:2=2-3.(1+ux)+4.07°
pro libovolné » € R ¢ lze tedy skuteéné popsanym zpilisobem vyjadfit jako
linedrni kombinaci fo, fi a fo v 3.

V poslednim p¥ikladé jsme se propracovavali k vysledkim pomérné kompli-
kovanymi vypocty. Kdybychom méli k dispozici vice informaci o vlastnostech
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prostoru I°2, mohli bychom na né odkazovat a vétsSinu odvozeni vynechévat. Zis-
kévame tak motivaci k hlub§imu zkoumani vlastnosti prakticky uzite¢ngch speci-
alnich t¥id funkei (zde konkrétné polynomickych), na které se zaméfime pozdéji.

Priklady pro samostatné studium:

Priklad 2.4: Najdéte vSechny takové realné parametry «, pro néz jsou vek-
tory u=[1.2.4.1]7, v = [4.2.1.1]" a w = [1.¢, 1, 2/5]" linearns zavislé v I?.

Vysledek: Jedingm FeSenim je ov = 4/5.

Priklad 2.5: V 1?* jsou dany linedrné nezavislé vektory «, b a c. Zjistéte,
jsou-li vektory w, » a w zadané pfedpisem

w=2a—-30., v=3u—b+c, w=u+v+a-—2c¢
linedrné zavislé.

Vysledek: Nejsou.

3 Baze a dimenze linearniho prostoru, urcovani
souradnic

Pii studiu linedrni zavislosti a nezévislosti v linearnim prostoru L jsme si za-
tim (obecné ani v konkrétnich piikladech) nesnazili polozit otdzku, kolik lineérné
nezéavislych prvkil prostoru L je tfeba zvolit, aby jiz bylo mozno libovolny pr-
vek prostoru L urcit jako jejich linedrni kombinaci. Na tuto problematiku se
soustieduji nasledujici definice.

Definice 3.1: Mnozinu vSech prvki linearniho prostoru L, které lze vyjadrit
jako linearni kombinaci prvkil néjaké uspofadané mnoziny , nazveme linearnim
obalem prostoru L. Uspofadanou mnozinu ' nazveme bazi prostoru L, pravé
kdyz jsou v8echny prvky mnoziny ' linearné nezavislé v prostoru L a soucasné je
linearni obal mnoziny ¢ totozny s celym prostorem L. Pocet prvki baze nazveme
dimenzi prostoru L.

V predchozi definici se Casto vynechavé pfedpoklad, Ze mnozina ¢ je uspofé-
dana. V nagich tvahach v8ak budeme (hlavné pro zvyseni srozumitelnosti) vzdy
dodrzovat pofadi prvki této mnoziny: typicky pfitom bude G = {¢;.....¢,} pro
prostor dimenze vétsi nebo rovné n € N, pficemz ¢1.....q, jsou né&jaké prvky
L. Vsimnéme si rovnéz, ze definice linedrniho obalu je zamérné formulovana tak,
aby linearni obal kazdé uspofadané mnoziny & byl jiz automaticky podprostorem
L (obsahuje totiz vzajemné soucty vSech svych prvki i jejich realné nésobky).
Prakticka konstrukce baze v jednoduchém prostoru konecné dimenze bude zfejma
z nasledujiciho prikladu.

Piiklad 3.1: Dokazte, e mnozina viech diagonalnich matic %2 tvofi pod-
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prostor prostoru 22*2. Najdéte n¢jakou béazi tohoto podprostoru a stanovte jeho
dimenzi.

Reseni: Libovolnou matici
& &
Ai _ 11 12 )
o1 (99 ’
kterd sestava z 2 x 2 redlnych ¢isel ay1, aia, (a1 & a9, Mlizeme zapsat ve tvaru

A= ay1.Byy 4 a19.B1g + a91. By 4 ag. Doy .

kde

10 01 00 00
p=[10] mam]0] mm[0 0] m[0 0]

Mnozinu {By;. Bia. Boy. By} tak muzeme prohlésit za bazi prostoru 22, Libo-
volnou diagonalni matici
aqq O
D=
|: 0 (199 :|

v R?°? muzeme potom analogicky zapsat v jesté jednodussim tvaru
D = (111.B11 =+ (IQQ.BQQ .

Prostor 1?32 zde vznika jako linearni obal mnoziny & = {DBy. Dy}, a je tedy
nutné podprostorem 1?2°2; mnozina (i zilistava piitom bazi prostoru [7%? . Za-
timco dimenze 1722 je 4, dimenze %2 je pouze 2.

Dimenze (v ¢eském textu Casto také ,rozmér®) je zdanlivé jen pomocnym po-
jmem pro struéné oznaceni poctu prvkil baze. Tento pojem mé ovsem rozsahlé
uplatnéni v matematice i v aplikacnich disciplinach. Pro jakékoliv pFirozené ¢islo
n maji prostory [ i " evidentné stejnou dimenzi n. Zvolime-li jesté dalsi pii-
rozené ¢islo m, vidime (ze snadného zobecnéni pfedchoziho piikladu), ze prostor
R™*" mé dimenzi m.n. Oznaéme nyni I” prostor vSech realnych polynomickych
funkei jediné proménné » € I? libovolného pfirozeného stupné. Pro kazdé piiro-
zené n > 1 je ziejmé I’y C I, C I’; jednou z moznych bazi prostoru I, je pfitom
G={fo.-f1. . [n}, kde

fo(r)=1. fAl)y=x., ... fle)y=2"
pro kazdé » € IR. Funkce f, 1 definované predpisem
.f)/,Jrl(’r) _ .I,I/,Jrl

pro kazdé » € I? neni ovSem nikdy lineédrni kombinaci prvki béaze (. Dimenze
prostoru I’ neni tedy konecna. Tato vlastnost je typicka pro prostory funkei (i
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obecnéjsich zobrazeni). Redlné problémy technické praxe vedou vétsinou k for-
mulaci néjakych diferencialnich nebo integralnich rovnic (piipadné jejich sou-
stav), jejichz FeSeni ve vhodném prostoru funkei nekoneéné dimenze je pfesné
znamo jen u nevelkého mnozstvi jednoduchych modelovych (oproti realité zpra-
vidla hrubé zjednodusenych) tloh — napi.v Kirchhoffové ohybové teorii nosniki
nebho u vedeni tepla v jediném sméru. Zpravidla se namisto pfesného feseni hleda
v néjakich podprostorech konecné dimenze zminovaného prostoru nekoneéné di-
menze posloupnost piibliznych feseni pivodniho problému. Pfitom se véii (a ve
stastnéjsich piipadech i umi dokézat), ze piesnost vysledkil se zvySuje s rostouci
dimenzi podprostoru: nap¥. u vypoctu prithybu nosnikt vlivem p¥i¢ného zatizeni
(pokud bychom neumeéli nebo nechtéli hledat pfesné feseni) bychom si to dokazali
asponi kvalitativné pfedstavit jako nahrazovani prithybové k¥ivky lomenou éarou,
sestavajici z koneéného (stale se zvysujictho) poétu tsecek. Analyza takovych
problémi ovSem vyzaduje hlubsi znalosti diferencialniho a integralniho poctu.

Prvky line4arniho prostoru je uziteéné jednoznacéné popisovat ve vztahu k jeho
bézi. Za tim Gcelem se zavadi pojem soufadnic; zde se omezime (s ohledem na
bezprostfedni aplikace) pouze na piipad, ze linearni prostor je konecné dimenze.

Definice 3.2: V linearnim prostoru L dimenze » € N nazveme uspofadanou
n-tici reélnych éisel (vy,....v,) soufadnicemi prvku v € L vzhledem k bazi

G ={m.....q,} prostoru L, pravé kdyz
v=wmgr o U

Presvédéme se o tom, ze soutadnice prvku » jsou touto definici uréeny jedno-
znacn€. Pfedpokladejme opak: je tedy také

v=u.g W

pro néjaké soutadnice (.. ... w,) prvku v vzhledem k téze bazi ;. Z porovnani

obhou vyjadfeni v je zfejmé, ze musi platit
o= (11 —w).gn+ ...+ (v, —w,).,.

Ponévadz prvky baze G jsou v prostoru 17 linearné nezavislé, dospivame ihned
ke sporu
R O Y

V prostorech 12" s pfirozenym » je dobrym zvykem pracovat s velmi specidlni
bézi E, = {e1.....e,}, kde
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Soufadnice vzhledem k této bazi byvaji tradi¢né nazyvany ,kartézskymi“.
Piiklad 3.2: Prvek v € R* je urcen soufadnicemi (1. 0. 1,2) vzhledem k bazi
G ={0-92.93. 94}, kde
n=[1.0.10", 9=[0.1.01". g¢5=[1.2.01]", g,=1[0.0.1.2]".
Najdéte jednak soufadnice (vy. 2. 3. 14) prvku v vzhledem k bazi Ey, jednak
soufadnice (wy. wq. w3. wy) téhoz prvku vzhledem k bazi B = {c1. g2. 3. 94}

Reseni: Ze soustavy (s jednotkovou matici soustavy, za niz vdééime specidlni
bézi I4)

1000 o 1010 1 2
0100 byl 0101 0 |2
0010 s | |1 2001 1(7 |3
0001 v 0012 2 5

dostavame okamzité 1, = 2, vy = 2, v3 = 3 a v4 = 5. Prava strana se pro vypocet
souradnic vzhledem k bazi I3 nezméni. Pro soustavu

00

2
2
3
5

o O O
O O = O
_= = O
N O =

kterd jesté neméd zcela trojiithelnikovou (tim méné diagonélni) matici soustavy,
pouzijeme Gaussovu eliminaci

1000 2 1000 2
0101 2 0101 2
00103 7100103
00125 000 2 2

Piimo muzeme vypodcitat wy = 2, w3z = 3 a wy = 1, nisledné téz wy = 1.
Priklady pro samostatné studium:

Priklad 3.3: Rozhodnéte, tvoli-li mnozina véech ¢tvercovych realnych hor-
nich trojihelnikovych matic pfirozeného fadu » podprostor "*". Pokud ano,
stanovte jeho dimenzi.

Vijsledek: Tvoii; dimenze je n.(n + 1)/2.
Priklad 3.4: Linearni prostor je zaveden jako linedrni obal mnoziny funkei

{ fo. f1. fo- f3. ...} definovanych pfedpisem

folr)=1. fi(x)=cos(r). folo) =cos(2.0), fa(a) =cos(3.7),

Lo

i
—



4. NORMA V LINEARNIM PROSTORU, NORMY REALNYCH VEKTORU A MATIC 17

pro vsechna = € . Zjist€te, patii-li do ného funkce 2, ¢* a w definované pro
vsechna » € I? pfedpisem
e 1 7. r

o(r) =cos?r —sin®r.  o(r) = sin? 5 + 1 sin? - w(r) =sin=.

Vijsledek: Pouze ¢ a «* (podle znamych trigonometrickych vzorci).

4 Norma v linearnim prostoru, normy realnych
vektori a matic

Ve viech tivahach a viypoctech jsme se dosud zarputile vyhybali tomu, abychom
prvkiim linedrniho prostoru p¥isuzovali néjakou délku ¢i velikost. Existuji smyslu-
plné pfiklady linearnich prostort, v nichz to skute¢né neni mozné nebo potfebné,
v tomto ucebnim textu se vak jimi nebudeme zabyvat. P¥i pocitani s ¢isly z I?
nebo z €' nicméné rozumime pojmu ,absolutni hodnota“ (a pro libovolné realné
nebo komplexni éislo @ pro ni pouzividme oznaceni |a|), z elementarni vektorové
algebry v IR? zase zndme pojem ,délka vektoru“. Zpusob zavedeni obdobného
pojmu v dostatecné obecném linedrnim prostoru umoziiuje nasledujici definice.

Definice 4.1: Linearni prostor L nazveme linedrnim normovanym pro-
storem, pravé kdyz ke kazdému prvku v € L existuje takové nezaporné realné
¢islo ||u]| (tzv.norma prvku u v prostoru L), ze pro libovolné prvky u.v € L a
jakékoliv ¢islo «v € It plati:

a) [[u]| = 0, pravé kdyz u = o,
b) fjevull = faf[[ull,

c) [[u+vll < flull + [lvfl

Nasledujici piiklad ukazuje, jakym zptlsobem lze v konkrétnim piipadé roz-
hodnout, Ze néjaké konkrétni pfitazeni nezaporného realného ¢isla kazdému prvku
linearniho prostoru skutecné vyhovuje pozadavkim z predchozi definice. Zatimco
splnéni pozadavkil a) a b) byva Casto jen zalezitosti rutinnich algebraickych
tprav, ovéfeni pozadavku c), zndmého jako ,trojihelnikovd nerovnost® (ptvod
tohoto nazvu si vysvétlime pozdéji, az se budeme vénovat geometrické interpre-
taci vektort v [?") mize vyzadovat i znalost méné obvyklé dikazové techniky.

Priklad 4.1: Zjistéte, jakym zpiisobem je tfeba zvolit nezdporna reélna cisla
M. ---. Pn, aby pfedpisem

[ull = pruf + .. pu
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pro kazdé v = [uy.....u,]" bylo moZno z prostoru 1", kde n € N, vytvorit
normovany linedrni prostor.

Regend: Piipustme p; = 0, uy = 1 a uy = ... u, = 0. Vidime, ze 1 # o, ale
|[u]| = 0, coz je v rozporu s defini¢nim pozadavkem a). Opakovanim této argu-
mentace (postupné s nulovym po.....p,) dospivame k zavéru, ze vSechna disla

- .. py, musejl byt kladné. Pak jsou jiz bez problémi pravdivé obé implikace

i=...=u,=0=u=0., u=o0=u=...=u, =0;

o je zde nulovy redlny vektor o n slozkéch. Jednoduché algebraické tiprava

, 2 _ 1, 2
\/(\2.(/)1.111 +.oppl) = |(\\.¢/)1.111 +.ppu2

potvrzuje splnéni pfedpokladu b). Zbyva ovétit pozadavek c). Zvolme libovolné
realné ¢islo A. Symbolické s¢itani ptes vSechny indexy i € {1.....n}, které bu-

deme pouzivat v dalsich vypoctech, by mélo prispét k Gispornosti zapisu. Vyjdéme
7 nerovnice

Z /)i.(“i + /\(,',j)Q > O,
i=1

ktera je evidentné splnéna pro kazdé v = [uy.....u,

Tuto nerovnici miizeme snadno pfevést do tvaru
i i i
Z /,),j.(/? + 2.\, Z JURITRIE A2, Z /)i.l'? > 0.
i=1 i=1 i=1

ktery miizeme interpretovat jako kvadratickou nerovnici pro A. Ma-li vSak byt
tato nerovnice vzdy splnéna (neboli piislusné kvadraticka rovnice nesmi mit zadné
realné feseni), musi byt jeji diskriminant nekladny &ili

i 2 i i
<2 Z /),j.(/,j.l',’) —4 Z /)i.ll?. Z /)i.l'? S 0.
i=1 i=1

i=1

Odtud dostaneme odhad

1

i i

e g2 L2
S prnis < S pri S pra?,
i=1 i=1

i=1

ktery nam bude zanedlouho uzitecny. Predpokladejme, ze pozadavek ¢) neni pro
nékteré . v € R” gplnén. Pak plati

i i i
JZ piu? + JZ pit < JZ pi-(; + 7).
i=1 i=1 i=1
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Na obou stranach této nerovnice jsou nezaporna ¢isla, miizeme ji tedy umocnit
na druhou. Vychézi

i i i i i n i

2 2 2 2 09,2 2 ST
g pil 4+ E piv; + 2. E JIRE g pivs < E IR E piv; + 2. E JORITRIN
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Aplikujeme-li v§ak na pravou stranu odvozeny odhad, dostdvame jiz spor

1

(1 (1 (1

2 2 2 2

g pily E pivy + 2. E [ E pis <
i=1 i=1 i=1

=1

1 1 1

(1
STpi + > pre? 200> pru > piak.

i=1 i=1 i=1 i=1
Pozadavek c) je tedy splnén. Shriime: staéi zvolit vSechna ¢isla py, .. .., p, kladna.
V prostoru realnych vektorid v = [v.....v,]", pfesngji v prostoru 2", kde

€ N, lze sestrojit fadu norem (nejen téch z pfedchoziho pfikladu), z nichz
kazda nasledné urcuje poné€kud jiny normovany prostor, napft.

V dalsim vykladu, kde budeme v %" pracovat s normou, budeme pouZivat po-
sledni z uvedenych norem, ktera se tradi¢né nazyva ,euklidovskou normou“. Tato
norma je ziejmé jednou z norem z predeslého piikladu: staci zvolit p = ... =
pn = 1. V analytické geometrii v I?* posléze zaznamename, Ze tato norma nejlépe
odpovida intuitivni pfedstavé o ,délce vektoru“, navazujici na ,vzdalenost dvou
bodi®. Nasledujici p¥iklad je ukézkou bé&znych vypodti v I".

Piiklad 4.2: K zadanym vektorim v = [1.0.2.-2]" a v = [-1.3.2.2]"
najdéte v prostoru I?* viechny takové vektory w, pro néz pro ndjaké o € I} plati
w = «.(u+ ) asoucasné |[w|/=1.

|

=max(|e1],.... e}, el =l + o4 el e v 402,

Regeni: Mame zadany jisté vektory u, v € 4. Ze vztahu

1= lw|| = ||a.(u+v)|| = ]|+ v
vidime, ze bud © = —», a potom dospiviame ke sporu 1 = «.0, takze zAdné
feSeni neexistuje, nebo u = —#, a potom je FeSeni dvojznacéné: piipustné je jak
a = |[u+ |7 tak @ = —|[u + ¢||7!, coz budeme strucné zapisovat ve formé
« = +||lu+ v]|7. V nafem piipadé je evidentnd v £ —u; dostavame tedy
U+
w=+-——r0
|1+ ¢

u+v=1[0.3.4.0]" a déle
=V32+42=5,

|l + ]
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takie w = +[0.3/5.4/5.0]".
Rovnéz v prostoru redlnych matic

11 e a1y
A=
Um1 s gy
presné€ji v prostoru 277", kde m.n € N, lze sestrojit fadu norem, z nichz kazda
nasledné urcuje ponékud jiny normovany prostor, napft.
)

m

i
40 = g, ol 4= g, Sl (4=

V praxi se vSak ¢asto pouziva jesté diimyslnéji konstruovana norma; seznamime
se s ni v rdmci vykladu o vlastnich ¢islech realnych ¢tvercovych matic (ackoliv
matice 4 obecné neni ¢tvercova, tj. nemusi platit m = n). Samotny predpis, podle
néhoz se takova norma pocita, vsak bude dosti slozity (srov. pfiklad 7.6 véetné
komentéfe k nému).

Poznamenejme té7, 7e v prostoru I’ kde n € N, nebo dokonce i v prostoru
P lze zavést tzv. CebySevovu normu

|11 = maps /()

pro libovolnou polynomickou funkei f € I’ resp. f € I’. Problematika kon-
strukee norem v prostorech funkei (a také napf. v prostoru redlnych posloupnosti

vvvvv

Priklady pro samostatné studium:

Priklad 4.3: Zvazte, mize-li byt absolutni hodnota determinantu ¢tvercové
matice tietiho Fadu alternativni normou 233,

Vijsledek: Nemiize.

Priklad 4.4: Urcete, pro které oo € I? miize byt funkce » definované pedpi-
sem
o(ug ug) = 2 ug| 4+ (v — 1) Jug)
pro vSechna u;.uy € R alternativni normou prostoru 7?2 pro libovolny vektor
u=[u.us]" € R2.

Vysledek: Pro o > 1.

5 Geometricka interpretace realnych vektoru

Rada vlastnosti vektor v linedrnim normovaném prostoru L m4 néazornou ge-
ometrickou interpretaci. Nazornost pochopitelné klesd s obecnosti prostoru Z;
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zde se pro jednoduchost soustfedime pouze na prostor I?* jako na typického re-
prezentanta prostori I?” s n € N. Na ilustrativnich obrézcich tak mohou vzdy
byt jen jisté kolmé priméty do vhodné roviny, nazyvané v deskriptivni geometrii
Lprumétna“, tj. vlastné do urcitého prostoru realnych vektoru dimenze 2.

Jak jsme vidéli uz v p¥ikladu 3.2, v kartézské soustavé splyvaji slozky vektort
s jejich soufadnicemi. Pro geometrickou interpretaci vektorii je navic nezbytné si
uvédomit, ze kazdému vektoru musime nejprve prifadit néjaké umisténi, nejlépe
podatecni bod. Pro libovolny vektor v € [ug. us. (/3]T € I?® budeme pouzivat
normu
[ull = \JuF + ud + i

skutecnost, 7e jsme vektor v opatfili pocateénim bodem A, budeme naznacovat
tak, e namisto v budeme psat v i. Polohu bodu - v I?* budeme pfitom charak-
terizovat polohovym vektorem, ktery oznacime 1 y. Symbol » vyhradime nadéle
pro polohové vektory, o nichz budeme diisledné pfedpokladat, 7e jejich pocéitecni
bod je totozny s pocatkem soufadnic (. Kromé pocatecniho bodu lze u kazdého
vektoru zjistit i koncovy bod: tak koncovy bod I vektoru 4 je uréen polohovym
vektorem rp = 7+ u . Z¥ejmé vy = rp — 1y, takze také ||u || = |[rp—r.4][; to je
vlastné délka tsecky ADB. Z této predstavy vychézi také casto zminované chapani
vektoru w1 jako ,orientované tsecky“. Je-li na obrazku, ktery znazornuje kolmé
pruméty na pudorysnu, 7y = [3.4.0]" a rp = [6.2.6]", je nutné v = [3. —2.6]".
Ziejme je

HI\H:\/WZE) HI}.}H: 62+22+62:\/76

]l = /32 + (—2)2 + 62 = 7.

Na prumétech vektorii » 1, rp a u, jsou zvyraznény tseky jednotkové délky; ve
skutecné velikosti se vSak tyto tseky zobrazuji pouze v pfipadée vektoru r i, jenz
lezi v pudorysné.

Je-li vektor v nenulovy, patii vSechny vektory «v.v pro realny soucinitel «
jediné pfimce. Pro « > 0 jsou vektory v, a «.v souhlasné orientované, pro
« < 0 nesouhlasné orientované. Pro «« = 0 degeneruje vektor v, v jediny bod
A (a o orientaci nemé smysl rozhodovat). Ilustrativni obrazek ukazuje specialni
piipady a« = 1, @ = 2 a @« = —1/2 (bez ohledu na polohu podatku soutadnic,
polohu primétny i smér promitani, stejné jako i dalsi obrazky).
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Jednoduchou geometrickou interpretaci maji souéet a rozdil vektori: pro a =
w+vab=wu—1ji demonstruje nasledujici obrazek. Z ného také mizeme videét,
jak asi vzniklo tradiéni pojmenovani ,trojihelnikova nerovnost* pozadavku c)
v definici 4.1: zde mame napf¥. ||| = ||u+ || < ||u||+||¢]. V konkrétnim pFipadé
na obrazku je ovSem nerovnost ostra; v rovnost by se zménila jediné tehdy, byly-li
by vektory u a v linearné zavislé. S linearni zavislosti vektort pracuje i nasledujici
definice, vyuzitelna zejména v analytické geometrii.

Definice 5.1: Nenulové vektory wuq,.... tm, kde m je ptirozené ¢&islo, v I3

nazveme kolinearnimi, pravé kdyz bud m = 1 nebo u,, .. .. Uy jsou redlnymi

nasobky ;. Nenulové vektory uy.....u,, kde m je p¥irozené ¢islo vétsi nez 1,
v I?® nazveme komplanarnimi, pravé kdyz bud m = 2 nebo lze vybrat takové
indexy ¢.j € {1.....m}, ze libovolny vektor w, pro index & € {1.....m} rizny

od ¢ a j je linearni kombinaci vektort w; a u;.

Formalni komplikovanost druhé ¢asti piedeslé definice, kterd zavadi pojem
komplanarnich vektori, souvisi s nutnosti obslouzit i specidlni pfipad, Ze vektory
1 a ug jsou kolinedrni. Pokud bychom totiz tento p¥ipad predem vyloudili, stacilo
by pozadovat, aby vektory us. ... . 1, byly lineArnimi kombinacemi w; a uy. Hlavni
poslani definice 5.1 bude zfejmé z nasledujici ivahy, kterd vychazi z geometrické
interpretace vektori. Mé&me v I?* bod 4 a nenulové vektory u, v a w. Jediny
vektor u je vzdy kolineadrni. Dva vektory u a v jsou vidy komplanérni. Dva
vektory w1 a v lezi v jediné pfimce, pravé kdyz « a v jsou kolinedrni. T¥i vektory
wy, vy awy ledl ve stejné roving, pravé kdyz w, v a w jsou komplanarni. Tato
rovina je urcena jednoznacné, pravé kdyz u, v a w nejsou kolinedrni. Zobecnéni
pro vétsi polet vektori je ziejmé: vektor v 1 urcuje vzdy pfimku, o niz se zjistuje,
zda ji patii ostatni vektory opatiené pocatecnim bodem A; nekolinearni vektory
v a vy urcuji vzdy rovinu, o niz se zjistuje, zda ji patfi ostatni vektory opatfené
pocatecnim bodem A.

Piiklad 5.1: Nenulové vektory «, b a ¢ v I?* neznate, vite vSak, Ze nejsou
komplanarni. Zjistéte, pro kterd realnd ¢isla 5 jsou vSechny tii vektory v = a +
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20+ 3¢, v =4.a+50+6.caw="Ta+80b+ 3¢ kolinedrni a pro ktera aspon
komplanarni.

Regeni: Provéfme nejprve, mohou-li byt vitbec vektory u a v kolinearni. Vek-
tor v by musel byt redlnym nasobkem vektoru v ¢ili pro néjaké o € I?

a+2b+dc=a(da+50+6.c).
Po tpravé dostaneme
(I1-4.0)a+(2—-50)b+(3—6.0).c=0.

kde o = [0.0.0]". Vzhledem k linedrni nezavislosti vektori «, b a ¢ musi soucasné
platit
l=4a. 2=5a. F=6.a.

Z prvni rovnice vyplyva a = 1/4, jiz ze druhé viak o = 2/5, takZe tieti se uz
nemusime zabyvat — zadné feseni neexistuje. Vektory v a v (a tedy ani vektory w,
v a w) nemohou byt nikdy kolinedrni. Zkusime ovéfit, mohou-li byt nékdy aspor
vektory w, v a w komplanarni. Vektor w by musel byt linedrni kombinaci vektort
wa v ¢ili pro néjaké aq.a9 € 17
T.a+8b+ Pe=ay.(a+ 2.0+ 3.¢) + ag.(da+5.0+6.c).
Po tpravé dostaneme
(7T— o) —4dag)a+ (8 = 2.00 — Bag) b+ (32 = 3.0y — 6.ay).c= 0.
Vzhledem k linedrni nezavislosti vektorii «, b a ¢ musi soucasné platit
T=014+40y. 8=2.01+5.00. 3°=3a;+6.0y.
Z prvnich dvou rovnic lze vypoéitat o a y. Pomoci Gaussovy eliminace
1 4 7 1 4 7
2 5 8 0 -3 —6
vychazi postupné o, = 2 a a; = —1. Dosazenim téchto vysledkii do dosud nepo-
uzité tfeti rovnice dostavame pro neznamy soucinitel 5 kvadratickou rovnici
P4 3-12=0.
kterou lze snadno piepsat do tvaru
(3-3)(7+4)=0.

Vektory u, v a w jsou tedy komplanarni, praveé kdyz 7 € {—4.3}.



5. GEOMETRICKA INTERPRETACE REALNYCH VEKTORU 24

P¥i zavadéni tzv. vektorového soucinu dvou vektoru v ?* budeme potiebovat
jesté jeden pojem, ktery mé jednoduchou geometrickou interpretaci. Pozname-
nejme, ze definice je snadno zobecnitelna pro jakykoliv prostor [?” s pfirozenou
dimenzi n; vyrazné problematicté€jsi by bylo jen vysvétlovani jejiho geometrického
vyznamu. K vypoétu determinantu, ktery v definici vystupuje, se jesté vratime,
az budeme zavadét pojem smiseného soucinu tii vektori. Pak uvidime, ze diilezité
neni jen znaménko vysledku, ale i jeho ¢iselna hodnota — i té pfifadime uzitecny

geometricky vyznam.

Definice 5.2: Bazi {v. v, w} prostoru I?* nazveme pozitivni bazi prostoru
I3, pravé kdyz pro slozky vektoru v = {ug.ug.uz}, v = {11 09,13} a w0 =
{101, wo. w3} plati

Uy Ug s
(1 o Uz | > 0.
U Ue W;g

Bézi {u. v, w} prostoru [?* nazveme negativni bazi prostoru 1?3, pravé kdyz pro
slozky vektortt u = {uy. ug. uz}, v = {vy. v, v3} a w = {wy. wy. w3} plati

Uy Ug Ug

(1 g Uz < 0.
U Ue W;g

Tuto definici lze nazorné interpretovat geometricky: baze {u.v.w} je pozi-
tivni, pravé kdyz pro pevné zvoleny bod S v 1?3 koncové body 4. B.C" vek-
torit pfi pohledu z toho poloprostoru vymezeného rovinou trojuhelnika ABC
jenz neobsahuje bod S, jsou vrcholy trojuhelnika ABC' oznadeny v pozitivnim
smyslu (tj. proti sméru otaceni hodinovych rucicek); baze {u, v, w} je negativni,
pravé kdyz pro pevné zvoleny bod S v I?® koncové body A. DB, vektoru prii
pohledu z toho poloprostoru vymezeného rovinou trojuhelnika AC jens ne-
obsahuje bod S, jsou vrcholy trojihelnika ADBC" oznaceny v negativnim smyslu
(tj. ve sméru otéceni hodinovych rucicek). Na ilustrativnim obrazku (na némz
je teckovanim naznacena neviditelnost p¥i pohledu na nepriithledny trojtihelnik
ABC" 7 poloprostoru podle predchoziho komentafe — vyslednd béze {u.v.w} je
zde tedy pozitivni) mizeme bod S umistit v [?* libovolng, aniz by to mélo né-
jaky vliv na pozitivnost nebo negativnost baze {u. v, w}. Pozadavek, aby trojice
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vektoril w. v, w tvofila bézi, je pfitom ekvivalentni s pozadavkem, aby tato tro-
jice vektoril nebyla komplandrni. V bazi véem zalezi i na uspotadani: je-li tedy
{u,v.w} pozitivni baze JSOU také {v.w,u} a {w.u.v} pozitivnl baze, zatimco
{v, u. u"}7 {u,w. v}, {w.v.u} jsou negativni baze (Vesmes prostoru [?*). Zejména
nejfrekventovanéjsi ortonormalnl baze 3 = {¢1.cp.¢3} je evidentné pozitivni:
odhlédneme-li uz od obrazku, pocitd se v tomto ptripadé v piedeslé definici jen
determinant z jednotkové matice t¥etiho fadu, ktery je roven 1. Negativni jsou
ovSem napi. ortonormalni béze {e;. —e9. €3} a {€a.€1. €3},

Priklady pro samostatné studium:

Priklad 5.2: Zjistéte, pro kterd a € I tvoii vektory v = [1.2.3]",
[2.0.1]" a w = [a. 1. a]" pozitivni bazi {u. v.w} prostoru I%.

Visledek: Pro «v < 5/2.

Pfiklad 5.3: Body 4 a B jsou v ?* dany polohovymi vektory » = [1.1.2] a
rp = [3.4.3]; vektor ¢« mé pocatecéni bod v bodé 1. Posudte, mize-li mit vektor «

koncovy bod v bodé I3, 1ze-li jej vyjadrit jako linedrni kombinaci trojice vektori
w=[1-3.0",vr=[1.61"aw=1[3.0.1]".

Vijsledek: Muze.

6 Skalarni soucdin a ortogonalita

V tvahéch o riznych objektech v prostoru 73 a jejich vlastnostech jsme mohli
vyuzit (bez zvlastniho upozortiovani) poznatki z klasické geometrie: vime napf. ,
co rozumime kolmosti dvou pfimek, kolmosti piimky k roviné apod., a tedy i
kolmym primétem bodu nebo p¥imky do roviny. V libovolném linedrnim prostoru
(ani v normovaném) vsak takové pojmy nemame k dispozici — miizeme jen tusit,
%e pravdépodobné snesou zobecnéni, obdobné jako vzajemné nésobeni vektori
z I?® jako 2 matic: pro libovolny redlny sloupcovy vektor v o 3 slozkach existuje
vidy sou¢in v’ .v, jeho# vysledkem je redlné slo.

Definice 6.1: Linearni prostor L nazveme linearnim prostorem se ska-
larnim soucinem, pravé kdyz ke kazdé dvojici prvkil w. v € L existuje takové
realné ¢islo u « v (tzv. skalarni soucin prvki v a v v prostoru L), ze pro libovolné
prvky w,v.w € L a jakékoliv ¢islo «« € I? plati:

a u >0, pficemz u - u = 0, pravé kdyz v = o,

) u

b) (awu)ev=a.u-v),
)
)

o

el = Vel

c) (utv)ew=uev4usw,

K
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Tato definice se forméalné zna¢né podobé definici 4.1, pouze ,trojihelnikova
nerovnost” c) z definice 4.1 je zde nahrazena pozadavkem komutativnosti ska-
larniho nasobeni ¢) a pozadavkem distributivnosti séitani prvkil z L vzhledem
k nasobeni prvkem z L d) (srov.obdobné pozadavky g) a h) v definici 1.1).
Mezi normovanymi prostory a prostory se skalarnim soucinem skuteéné existuje
tzky vztah, ktery budeme formulovat ve vété 6.2. Nejprve si véak vSimneme jiné
dulezité vlastnosti skalarniho soucinu, kterd byva v matematické i aplikacni lite-
ratufe prezentovana jako Schwarzova nerovnost (a na riizné irovni obecnosti
s pfihlédnutim k narodnosti pisatele téZ jako Cauchyova, Holderova nebo Bunja-
kovského nerovnost). Pro jeji dikaz piitom vystacime s postupem, ktery se nam
osvéddil jiz v ptikladu 4.1 pii ovéfovani pozadavku ¢) z definice 4.1.

Véta 6.1: Pro libovolnou dvojici prvki w. v jakéhokoliv linearniho prostoru
se skalarnim soucinem plati

(o) < (uau).(ver).

Diikaz: Studovany linedrni prostor se skalarnim soucinem oznac¢me L. Zvolme
libovolné realné ¢islo A. Vyjdéme z nerovnice

(u+ ). (u+Arv)>0.

kterd je evidentné splnéna pro kazdé w.v € L. Tuto nerovnici miizeme snadno
prevést do tvaru
ettt + 2 00+ A0 > 0.

ktery mizeme interpretovat jako kvadratickou nerovnici pro A. M&-li v8ak byt
tato nerovnice vzdy splnéna, musi byt jeji diskriminant nekladny ¢ili

2.(uev))? =4 (ueu).(ver) <0.
Odtud jiz vyplyva tvrzeni véty.

Vsimnéme si, ze Schwarzovu nerovnost lze pomoci goniometrické funkee , ko-
sinus“ alternativné zapsat jako rovnost

Well = U UA V1. COSL,

kde pfedem neznamy redlny parametr ¢ mize nabyvat hodnot od 0 do 7. O mo7né
geometrické interpretaci tohoto parametru se zminime pozdé€ji. Nyni odvodime
slibovany vztah mezi normou a skalarnim soucinem.

Véta 6.2: Kazdy linedrni prostor L se skalarnim soudinem je normovanym
linearnim prostorem s normou

]| = Vusu.
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pro kazdy prvek v € L.

Diikaz: Staci oveéfit, ze redlné &islo ||u|| pFifazené uvedenym zptuisobem kaz-
dému prvku prostoru L je skutetné normou podle definice 4.1. Z piedpokladu
a) definice 6.2 okamzité vyplyva, ze ||u||?> = u.u = 0, pravé kdyz u = o, coz je

vlastné pfedpoklad a) z definice 4.1 (staci odmocnit). Z piedpokladu b) definice
6.2 dostavame pro kazdé o« € R piimym vypoctem

||| = \/(().u)o(('\.u) = \/(\2.(11. w) = || Vueu = |al||ull.

coz je zase predpoklad b) z definice 4.1. Pro libovolné u. v € L plati navic Schwar-
zova nerovnost, takze

lu+vlP=@+0)e(utv)=ueu+2u.v+rver <

[l + 2 [l 1ol 4+ el = (el + fle])?

coz uz je vlastné hledané ,trojihelnikovi nerovnost® z definice 4.1 (opét staci
odmocnit).

Na zakladé pravé dokazané véty mlizeme Schwarzovu nerovnost psat dokonce
ve tvaru
wev = [[ullf[]|. cos o

Konkrétni vypocet 1 . v na levé strané zavisi oviem na vyhéru skalarniho soucinu,
jak uvidime z néasledujiciho prikladu.

Priklad 6.1: Navrhnéte takovy skalarni soucin v prostoru 12", aby prostor
I?" se skalarnim soucinem byl normovanym prostorem s normou z piikladu 4.1.

Reseni: Pro libovolné v. v € R navrhnéme
Woll = Praig ) + o Pty

Ponévadz podle véty 6.2 (pokud w . v je skalarni soucin) je

|[u]| = Vieeu= \//)1.21%—0—...—0—/'),,,,1112“

coZ je pravé norma z piikladu 4.1, stadi ukazat, ze navrzeny predpis u - v skutecéné
definuje skalarni soucin. V pfedpokladu a) je zfejmé

11-1/:/)1.11%+...+1/320;

ekvivalence
et =0 u=o0

je zfejma. Z jednoduché algebraické tpravy

() v = cuppag s v+ Faupprag s vy = a(prug s vt A prag s vg) = ad(uen)

ALY
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vyplyva splnéni piedpokladu b). Pfedpoklad ¢) je rovnéz splnén, nebot nasobeni
realnych ¢isel je komutativni (nezalezi na poradi). Koneéné splnéni pfedpokladu
d) vyplyva z dalsi jednoduché algebraické tpravy, v niz vystupuje i libovolné
we R

(u+v)ew =pr.(ur+v) ey + oo pp (i + vy) ey, =
PLAULACL A oA Py Uy Uy A PL 0 A A P, = U U A U e
Také pro specialni pripad p = ... = p, = 1 dostédvame skalarni soudin v 2",

v tomto prostoru uz budeme déle pracovat vyhradné s nim. V I?” lze tedy namisto
Schwarzovy nerovnosti psat pouze

vy A, = |l )] cos

kde

lul = JuZ+..ou2. o] = Jei4. 02,

Aspoil struéné zminme jiny p¥iklad prostoru se skalarnim soucinem nez "
pro n € N, a to prostor nekonecné dimenze. Méjme prostor /5 vSech posloupnosti
redlnych ¢isel v = (uy. us....) takovych, Ze posloupnost souctu u? + ... + u2 se
s rostoucim 7 blizi k néjakému realnému ¢islu (index 2 ve standardnim oznaceni
prostoru informuje, ze s¢itame druhé mocniny prvki posloupnosti). Pro libovolné

u, v € lyg muzeme zavést skalarni soudin

X
Uell = Z UV
i=1

a na zékladé véty 6.2 i normu

Na dalsi uzitecné piiklady prostori se skalarnim soucinem nekonecné dimenze
nas postupné navede studium dalsich partii matematiky i aplikac¢nich disciplin —
napt. pii pfiblizném nahrazovani slozitych funkei tzv. Fourierovymi fadami funkei
budeme nuceni pracovat se skalarnimi souéiny v jistém prostoru integrovatelnych
funkci nekoneéné dimenze. Pro jiné prostory posloupnosti nebo také prostory
funkei mtize v8ak byt znaéné problematické navrhnout vhodny skalarni soudin, i
kdyz konstrukce normy je znama. Opacné véta k vété 6.2 totiz neplati — normo-
vany linedrni prostor nemusi byt prostorem se skalarnim soucinem.

Uzitecnou vlastnosti skalarniho souéinu je, ze (na rozdil od normy) umoziiuje
zavést v linedrnim prostoru pojem ortogonality (kolmosti). Prace s bazemi, jejichz
vsechny prvky jsou vzajemné ortogonalni, a se soufadnicemi k nim vztazenymi,
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byvé jednodussi — piikladem muze byt baze I, v prostoru 17", kde n € N, ktera
je (ve smyslu nasledujici definice) dokonce ortonormalni.

Definice 6.2: Prvky u a v linedrniho prostoru se skalarnim souc¢inem L na-
zveme vzajemné ortogonalnimi, pravé kdyz u . v = 0. Bazi prostoru L nazveme
ortogonalni bazi, pravé kdyz viechny jeji prvky jsou vzajemné ortogonélni. Bézi
prostoru L nazveme ortonormalni bazi, pravé kdyz je ortogonalni a soucasné
norma v8ech jejich prvki je rovna 1.

Pfiklad 6.2: V 2% najdéte ortonormalni bazi B = {u.v.w} takovou, ze
w=[1.1.1", v =[1.0.2]" a w = [2.0.1]7, ¢ je linearni kombinaci v a v a navic
10 je linedrni kombinaci w, v a w.

Reseni: Z nenulové hodnoty determinantu
1 2
- ‘_1.(14)_3

NI
=N =

1
0 2|=1
0

ohdobné jako v piikladu 2.2 vidime, ze vektory u, v a w jsou linedrné nezavislé,
a mohly by tedy samy vytvofit bazi. Ze skalarniho soucinu

wer=14+0+2=3=0

v8ak rovnéz vidime, ze takova béze by nebyla ani ortogonalni (tim méné or-
tonormélni). Posledni podminka je nicméné zbyteéna: vektor w bychom mohli
nahradit libovolnym vektorem linedrné nezavislym na « a », v dal§im vypoctu jej
viak presto pouzijeme. Najdeme nejprve ortogonalni bazi G = {u.¢.w}, kterd
uz bude mit potfebné ostatni vlastnosti, a poté z ni sestavime hledanou ortonor-
malni bazi I postupem, ktery se nam osveédcil v prikladu 4.2. Prvky @ budeme
hledat ve specidlnim tvaru

T=u+aorv, W=u+ 30+,

kde «, 7 a ~ jsou pfedem nezndmé redlné parametry (ve vyjadieni @ bude zde
vyhodnéjsi pouzit v nez ), pii¢emz

Ul =UeW =Vt =0.

Prvni z téchto podminek poslouzi k vy¢isleni «, zbylé dveé k vycisleni 3 a ~. Uz
diive jsme vypodcetli u . v; nyni jesté potfebujeme

weu=141+1=3. wv.w=240+1=3.

Dostavame tak
O=u."=ueu+au.r =3+ 3.,

ALY
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7 cehoz vychazi @ = —1, a tedy © = [0. 1, —1]”. Déle potfebujeme
Wei=0+1—-1=0. P.i=0+1+1=2. Fow=0+0—1=—1.
Dostavame tak
O=wel =uUstu+ Suet +~vuuewr=3+3.~,
z Cehoz vychézi ~ = —1, ale také
O0=0.0=Teu+50.T+~Tew=2—-~v=25+1,
7 Seho? vychazl 3 = —1/2, a tedy @ = [—1.1/2.1/2]". Z baze G nyni uréime bazi

D. Nejprve urc¢ime
5]l = VE.T = V2

0] = Viee i = \/14+1/44+1/4 = V3/V2.

Pouzijeme-li (v zadjmu strucnosti zépisu) znaménka =+ stejné jako v p¥ikladu 4.2,
ohdrzime

a navic

5 — iH;H = +[0.1/V2. —1/\/§}T :

=t = = [ V2B VE1/VE]

el

Kombinace znamének + poskytuji celkem 22 = 4 rizné Fesent.

Ortogonalizace, resp.ortonormalizace néjaké zadané baze postupem, ktery
jsme uplatnili v pfedchézejicim piikladu, patfi zejména v numerické matema-
tice k frekventovanym algoritmium. Poznamenejme vSak, %e specidlné v I?® se
brzy nauc¢ime hledat vektor ortogonalni k zadané dvojici vektort tspornéjsim
zplisobem na zékladé vektorového (nikoliv skaldrniho) souéinu libovolnych dvou
vektoru . v € I3, jehoz vysledek « x v € I?* bude vidy ortogonélni jak s w,
tak s v. Uzitetny bude nasledné i dvojny vektorovy soucin « x v x w a smigeny
soucin u x v« 1; oba tyto souciny (obdobné jako skalarni i vektorovy sou¢in) maji
jednoduchou nazornou geometrickou interpretaci a lze je definovat pro jakoukoliv
trojici vektort u, v, w € I3,

Vratme se jesté ke Schwarzové nerovnosti. V linearnim prostoru se skalarnim
sou¢inem L méjme dva nenulové prvky u a v a pokusme se druhy z nich vyjadrit
ve tvaru v = w + a, kde w.a = 0 a w je redlny nasobek u. Na ilustrativnim
obrazku, na kterém je specidlné L = I?®, je prumétnou rovina uréend vektory
w a v; jejim konkrétni umisténi je zde nepodstatné, takze indexy (informujici
o pocatecnich bodech vektorli) vynechdvame. Ziejmé plati

wev = wew 4+ wea=||wl?
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a také

o S 1 A ,
Ul = Ul A+ Ul = Ul =1 W-u = JJu||.] ||| -
u

Ze vztahu w = v + (—a) vyplyva

[l < el + flall,

ve tvaru

muzeme tedy vyjadiit ||«]

||| v|]. cos

pro néjaké realné » mezi 0 a 7. Geometricky vyznam (pfinejmensim v prostoru
3 obdobné ale i v libovolném prostoru ", kde n € N) je ziejmy z obréazku:
¢ je uhel sevieny vektory u a v; protoze je vSak tento thel je poplatny orientaci
vektorii w a v, mize skutecné nabyvat hodnot od 0 az do 7, zatimco tihel dvou
riiznobéznych pfimek, do nichz jsme vektory v a v umistili, nemize pfesdhnout
7/2 (ve vipodtové praxi by stacilo vzit mengi z thla » a 7 — ). (V analytické ge-
ometrii posléze uvidime, Ze i ithel dvou mimobéznych p¥imek v 1?3, tj. ptimek, jez
nemaji zadny spolecny bod, lze vysetfovat stejnym zpisobem.) Celkové vychazi

wer = |[u|l.][v]] cos .

coz je nam jiz dobfe zndmy obecny tvar Schwarzovy nerovnosti. S pomoci or-
togonality prvki L jsme vSak nové dokézali objasnit smysl (dosud jen formalné
zavedeného) parametru .

Ziskané poznatky ihned vyuzijeme v pfikladech. Jesté dfive si v8ak ukazeme,
e za pfedpokladu L = 23 lze vyznam parametru > alternativné vysetfit i jedno-
duchym geometricky ndzornym postupem, ktery vyzaduje pouze znalost kosinové
véty. Uvazujme trojihelnik, jehoz strany tvoii vektory u, v a u — v, pfiemz ¢ je
tthel sevieny vektory u a v. Pro jednoduchost pfedpokladejme, ze vektory v a v
jsou nenulové; je-li specialné v = v, degeneruje trojihelnik v tsecku. Z kosinové
véty vyplyva

e —o|® = [[u|? + | e]]® — 2w v = [[u]® + [0 = 2.|ull.]]2]. cos
soucasné vsak muzeme formélné psat
o= ol = ol el = 2w = P el = 2l o
AN
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Porovnanim obou vyrazi dostavame (aniz bychom potiebovali znét obecnou
Schwarzovu nerovnost) opét

wev = full el cos .

Piiklad 6.3: V I* urcete takovy redlny parametr «, aby dvojice vektoru

w=1[1.2.2.1", v = [1..0. —1]" svirala tthel 2.7/3.
Resend: Musi platit
wev = ||ull.]|v]]. cos(2.7/3) = —||u]].|[x]l/2.

Po dosazeni
uev=142.a0a4+0—-1=2.qa,

vl =vVI+4d+4+1=V10. [vl=V1i+a2+0+1=Va2+2.

dostaneme

2.00 = —V10.Va2 +2/2

a odtud po vyndsobeni &slem 2 a umocnéni 16.02 = 10.a% + 20 &ili 30?2 = 10.
Tato rovnice ma dvé fefeni, kterd mizeme spoleéné zapsat jako

==+ 10/3.

Vzhledem k pouzité tpravé umocnénim vSak musime ovétit, zda obé€ nalezena
fegeni vyhovuji zadani. Postupné dostédvame

o]l = /10/3+2 = \/16/3 = 4/V3. —|ul.|[v]l/2 = —2.,/10/3.

wer =+2.,/10/3.
Zadéni tedy vyhovuje pouze druhé z fedeni (se zapornym znaménkem).

Ptiklad 6.4: V I?* vyjadiete pomoci vektort a, b a ¢ vektor u kolinearni
s vektorem v = a + 2.0 — ¢, znéte-li pouze normy |[u|| = /32, [ja| =2, ||b] =1 a
|lc]] = 4 a vite-li, Ze vektory a a b jsou vzajemné ortogonalni, vektory « a ¢ sviraji
tihel 7/3 a a vektory b a ¢ sviraji tthel 2.7/3.

Regeni: Pies zdanlivou komplikovanost zad4ani jde o jediné: ur¢it realny pa-
rametr « tak, aby platilo v = «.v. Ne zcela trividlni je pfitom jen vypocet normy
|||, pro niz dostavame

lol]? = (a+2.0—c)« (a+2.0—c) = ||a|]P+4.|0]2+|c]?+2.(2a-b—a-c—2.b.¢).
K dispozici méame navic podminky

ab=0. a.c=lal.lc].cos(m/3) = |la]|l||/2.
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bec = [b]]]|e]]- cos(2.7/3) = —|0]|-||¢]| /2.
Po dosazeni ¢iselnych hodnot ||al|, [[0]| a [|c]| vychazi
0P =44+4+16+2.(0—24/2—-2.14/2)=38.
Z posledni dosud nepouzité podminky ||u| = /32 vychaz
32 = [[ul]? = a2 Ju]? = 8.2
a odtud nésledné o = +2, éemuz odpovida dvojice feseni
=420 ==4+2.a+4.0-2.c).
Ptiklad 6.5: V I?% najdéte vektor v = [uy. ug. u3]” délky ||u| = 2, ktery svira

s kladnymi sméry prvnich dvou os kartézské soustavy soufadnic thly 7/3 a 7/4
a jehoz tieti slozka je kladna.

Regeni: Pouzijeme bézi 5. Pro hly 1, 22 a 3, seviené hledanym vektorem
a vektory ¢y, co a ¢z, plati

;= wee; = |[u]]. cos

pro kazdé i € {1.2.3}. Celkové tedy je

u 4+ ud 4 ud = ||u)|®(cos® o1 + cos® oy 4 cos® 3)
¢ili
cos® o1 4 cos® oo +cos? oy = 1.
Pro zadané thly »; = 7/3 a ¢» = 7/4 muzeme tak vypocitat
COS L3 = ¢1 —c0s? o — cos? o = \/1 -1/4-1/2=1/2.
z ¢ehoz vyplyva, ze bud 3 = 7/3 nebo 3 = 2.7/3. Po dosazeni ||u|| = 2 potom
dostavame
uy = 2.co8(/6) = V3. 1y =2.cos(r/4) = V2.
ug =2.cos(7/3) =1>0;
druhé nabizené feseni w3 = 2. cos(2.7/3) = —1 < 0 totiz odporuje zadani.
V poslednim piikladé si vSimnéme je$té jedné uziteéné vlastnosti vektorn z I?3
a analogicky i vektorti z I?", kde n € N: kazdy vektor u € R" je mozné zapsat ve
tvaru
u=[|[u].cosyi.....|ul. cos,]”
pro jisté ,smérové kosiny* 0hld 1. . ..., mezi 0 a 7 vyhovujici podmince

Cos2;1+...+c082;,,,:1.

ALY
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Pro n = 1 tento vztah degeneruje v cos? o1 = 1, takZe bud ¢, = 0 nebo ; = 7.
Zajimavéj$i je specialni pfipad n = 2: protoze souCtem hli ¢y a oy musi byt
pravy thel (soufadnicové osy jsou na sebe kolmé) a 5 = 7/2 — 1, je rovnéy
cos g = cos(m/2 — 1) = sin ¢y, takze jsme vlastné odvodili zndmy trigonomet-
ricky vzorec

cos? o +sin® o =1.

V prostoru I?? lze kromé skaldrniho soucinu dvou vektori, jehoz vysledkem
je realné ¢islo, definovat i dalgi uziteéné operace: vektorovy souéin dvou vektor,
jehoz vysledkem je vektor z 23, dvojny vektorovy soudin tif vektortd, jehoz vy-
sledkem je opét vektor z I?*, a smiSeny soucin ti{ vektori (definovany pomoci
skalarniho a vektorového souc¢inu), jehoz vysledkem je realné ¢islo. Tyto operace
lze zohecnit i pro prostory ", kde n je pfirozené éislo vétsi nez 3; timto zobecné-
nim se vak zde nebudeme zabyvat. Uvedené operace s vektory v I?* zavedeme a
budeme intenzivné vyuzivat v souvislosti se studiem geometrie linearnich ttvartu
v I3

Priklady pro samostatné studium:

Piiklad 6.6: V 1?? jsou dany nekomplanarni vektory «, b a ¢, pficemz ||«|| = 3,
Ib]] = V2 a ||| = 4, vektory a a b sviraji tihel 7/4, vektory b a ¢ sviraji rovné? tihel
7/4 a vektory a a ¢ sviraji thel 7/3. Vypoctéte délky stran a tihly rovnobézniku
sestrojeného z vektorii « — 3.0 a ¢ — a + 2.b.

Vysledek: Rovnobéznik ma strany o délkach 3 a 5, které sviraji ostry thel i,
pro néjz plati cos ¢ = 4/5 (tj. » = arccos(4/5)).

Priklad 6.7: Zjistéte, lze-li zvolit redlné parametry «, 7 a ~ tak, aby uspo-
fadand mnozina G = {w.v,w}, kde v = [2.1.a]7, v = [1.2. 5] a w = [2,7.0],
byla negativni bazi I3, pfipadné ortonormalni bazi 3.

Vijsledek: Mnozina G muze byt negativni bézi I?* (napf.pro o = 3 =~ = 1),
ne viak ortogonalni (tim méné ortonorméalni) bazi.

Priklad 6.8: Vypoctéte ¢islo 4 = w. v+v w4« u, vite-li, ze soucet vektort
w. v, w € I je nulovy vektor a plati [[u]| = ||¢]| = ||| = 1.

Vijsledek: Hledané ¢islo je A = —3/2.

7 Linearni operatory, vlastni ¢isla a vektory re-
alnych ¢étvercovych matic
Kromé samotnych linedrnich prostori a operaci v nich je velmi uziteéné zkou-

mat také vlastnosti linearnich (i jinych) operatori, které tyto prostory zobrazuji
mezi sebou navzajem. Vzhledem ke znac¢né slozitosti obecné problematiky tohoto
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druhu (zejména pro prostory, které nemaji konec¢nou dimenzi) se po tvodnich
tvahéach soustfedime pievézné na ty linedrni operatory, jez zobrazujici prostor
" kde n € N, do sebe samotného.

Definice 7.1: Operator F' zobrazujici linearni prostor L do linearniho pro-
storu L (tj. piedpis prifazujici kazdému prvku z L néjaky prvek z z) nazveme
linedrnim operatorem, pravé kdyz pro kazdé dva prvky w.v € L a pro li-
bovolné reélné ¢islo v v prostoru L platl F(u + v) = F(u) + F(v) a soudasné
F(a.wu) =a.F(u).

Vyhovuje-li operator I'' této definici, plati pro néj zfejmé pro libovolné wu. v € L
aa.JeR

Flawu+ Sa)=a. F(u)+ 5.F(v);
tento vztah lze snadno prepsat té7 pro jakykoliv konecny pocet prvku L a stejny
pocet realnych soucinitelii. Specidlné predpokladejme L = R" a L = R™ a uva-

zujme n&jakou bazi G = {g1.. ... g, } prostoru 2" a n&jakou bazi G = {1 Gm}
prostoru 1. Kazdy z vektorn I'(¢1).....[(g,) mizeme vyjadiit jako linearni
kombinaci vektort baze G5, tj. ve tvaru

F(.’h) a1y ... Oy 17

F(.(/H,) yp oo Uy .(7/7/,

pro néjakou matici realnych koeficienti «;; s indexy nabjvajic'imi hodnot i €

{1.....m}aje{l.....n}. Zvolime-li n&aké u € L a vypocteme v = F(u) € L,
mizeme tedy psat
U=t g+ F e U=v1g1 4t Ul

kde (uy.....u,) jsou soufadnice vektoru u v bazi G a (v,....v,,) soufadnice
vektoru v v bazi G. Mame vSak také

v=Flupg+ . oupgn) =u Flg) + oo+ u, Fg,) =

g . Oy a1
o
U1y oo Uy ,(:/m,
Odtud vyplyva
Uy 11 ...
(o ] =
Uy, U1y oo Cmn

v

neboli (po transpozici celé maticové rovnice) téz

(& a1 .. A1y

Uin (m1 -« mp
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Kazdému lineaArnimu operatoru £ pak p¥i zvolenych bazich G a G odpovida
pravé 1 takovd matice 4 € R™*" Ze plati v = A.v; v tomto smyslu se casto
hovoii o reprezentaci linedrnich operatori maticemi. Specidlné pro m = n, kdy
operator [ zobrazuje prostor L opét do sebe, je matice A Stvercovi. Vzhledem
k praktickému vyznamu tohoto p¥ipadu se dale budeme hloubéji zabyvat pravé
¢tvercovymi maticemi.

Dilezitou informaci o kazdém linearnim operatoru L, ktery zobrazuje néjaky
linedrni prostor do jiného (nebo i stejného) linedrniho prostoru L, je pocet a
charakter feSeni tzv. charakteristické rovnice F'(v) = A.v v L prov € La A € IR
Nyni se sice budeme podrobnéji vénovat pouze piipadu L = L = ", kde n € N;
na charakteristické rovnice vsak postupné narazime i v jinych piipadech, napi. pfi
hledani feseni obycejnych lineérnich diferencialnich rovnic (tj. rovnie, v nichz
vystupuji realné funkce jedné redlné proménné spolu se svymi derivacemi), kde
1" bude mit vyznam jistého diferencialniho operatoru.

Definice 7.2: Budiz F' linearni operator zobrazujici linearni prostor L do
linedrniho prostoru L. Kazdy nenulovy prvek » € L nazveme vlastnim prvkem
operdtoru £, pravé kdyz F'(v) = A\.v pro n&jaké realné ¢islo A (tzv. vlastni €islo
operatoru F’) v prostoru L.

Pfes svou obecnost ndm tato definice jesté nebude plné vyhovovat. Zatim
jsme totiz pracovali diisledné s realnymi (nikoliv komplexnimi) ¢&isly. Musime
ovSem poznamenat, ze viechny pfedchozi definice a véty by bylo mozno (za cenu
znaénych formalnich komplikaci) modifikovat tak, aby v nich namisto redlnych
¢isel vystupovala ¢isla komplexni: napi.uz v definici 1.1 jsme mohli pfipustit
.3 € (' a pracovat s nasobenim komplexni konstantou. V celém vykladu to
(z divodu Cetnych praktickych aplikaci) vSak budeme potfebovat pravé na tomto
misté; pripustme proto jen zde pro specialni pfipad L = L = ", kde n € N, 7e
A€ CCav e (" Viimnéme si pfitom, Ze samotnéd matice A, kterd reprezentuje
linedrni operator F, zistane realni. Miizeme potom hovofit o vlastnich ¢islech a
vlastnich vektorech, které oviem nemuseji byt redlné, redlnych ¢tvercovych matic.

V uvedeném specidlnim pripadé ma charakteristicka rovnice tvar
A =Av

pro znamou matici 4 € R"*" nezndmé vlastni éislo A € (' a nezndmy (nenulovy)
vlastni vektor » € C". Lze pfitom odekavat, 7e zmifiované neznamé nebudou
rovnici uréeny jednoznac¢né. Charakteristickou rovnici lze totiz prepsat do tvaru

(P WARIER

kde o je nulovy sloupcovy vektor o n prvcich a I je jednotkova matice fadu
n. Tato soustava mé vzdy trividlni feSeni © = o, které vsak vyluéujeme (kazdy
vlastni prvek musi byt podle definice nenulovy), a jiné feseni ma pravé v piipadé,
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ze matice 4 — A.1 je singularni, tj. v pfipadé, ze determinant této matice je roven
nule. Pro n = 1 tato podminka pfejde v jednoduchy vztah ay; — A = 0: existuje
tedy jediné realné vlastni ¢islo A = «1; a jemu odpovidajici vlastni vektor v
degeneruje v libovolné komplexni ¢islo. Timto zvlastnim piipadem se uz déle
nebudeme zabyvat. RozepiSeme-li pro » > 1 stejnou podminku po slozkéch matice
A4 — AJ, dostaneme

17 — A (o1 o (1
o (g9 — A ... 1

=0.

(G oy B T )\

Tento determinant mizeme vzdy postupné vypodcitat. P¥ipomerime si, 7ze jednodu-
pravidlo); pro n > 3 by uz jeho slozitost obecného vzorce zna¢né nariistala,
muZzeme vsak pracovat s rozvojem podle vhodnych fadku nebo sloupct, jimz
vypocet determinantu matice fadu »n nahrazujeme rekurentné vypoctem nej-
vyse n determinanti fadu » — 1 (s vyuzivanim vlastnosti konkrétnich matic,
napf. vyskytu nul na nékterych pozicich, a operaci, které neméni hodnotu deter-
minantu). Vzdy vSak nakonec dostaneme rovnici typu

(=1)" A" 4+ by N b+ DA+ Dy =0

pro néjaké soudinitele bg. ;. ....0,—1 € R, tj. vlastné rovnici f(A) = 0 pro jistou
polynomickou funkei f € I’”. Polynomickymi funkcemi se budeme jesté zabyvat
podrobnéji v ramei dal§iho studia; zde proto jen (bez ditkazu) uvedme, ze kazdou
rovnici uvedeného typu je teoreticky mozné (i kdyz ne vzdy numericky snadné)
prepsat do tvaru

(=1)" (A=A (A= \,) = 0;

(koeficient (—1)", ktery pfepisujeme formalné z pfedchozi rovnice, lze odstranit).

nebo po dvojicich komplexné sdruzend (tj. pokud pro néjaky index j € {1.....n}
je \j = a+i5, kde a, 5 € R, 3 = 0 a symbol i vyhrazujeme pro imaginarni
jednotku, musi pro né&jaky index & € {1.....n} byt A\, = « —i.3). Evidentné
A= A1..... A=A, jsou vlastni ¢isla matice 4. Jejich pocet je nejvyse n, nejméné
vSak 1: napf.pro 4 = I je charakteristickd rovnice (—1)".(\ — 1)" = 0 neboli
)\1:...:/\71:1.

K jednotlivym vlastnim ¢islim muizeme hledat vlastni vektory; néjaky vlastni
vektor vzdy podle Frobeniovy véty existuje, nebof matice soustavy a matice roz-
Sifend maji stejnou hodnost mensi nez n (hodnost mensi nez n potfebujeme,
protoze pro hodnost » by existovalo jediné trivialni feSeni o, které nas nezajimé).
Vlastni vektory jsou pfitom vzdy urceny az na nasobnou konstantu: je-li » vlast-
nim vektorem matice 4, je nutné i a.v pro kazdé o € R (a dokonce pro kazdé



7. LINEARNT OPERATORY, VLASTNI ¢fSLA A VEKTORY REALNYCH ¢TVERCOVYCH MATIC 38

« € (', ¢imz se véak déle nebudeme zabyvat) také vlastnim vektorem matice A.
Na misté jsou ovSem otazka po redlnosti, po linearni zavislosti, pfipadné i po
ortogonélnosti takto odvozenych vlastnich vektorii: napt. pro 4 = I, kde méme
k dispozici jediné vlastni ¢islo 1 ndsobnosti 7, miZzeme za vlastni vektor matice A
prohlasit libovolny vektor z I?”, takze jakékoliv baze prostoru " tvoii soustavu
n linedrné nezavisljch vlastnich vektor matice 4. Uplngjsi odpoved poskytuji
nasledujici véty.

Véta 7.1: Nechf 4 je matice z """, kde n € N. Jsou-li A\j..... A, (s €
{1,....n}) ruzné vlastni ¢isla matice 4 a v1,.... v, jim odpovidajici vlastni vek-
tory, tj. vektory spliujici rovnice

Ai.(,'l :Al.lj, Cee s Ai.l'g :Ag.l'g,
jsou vektory vy, ..., v, linearné nezéavislé.
Diikaz: Predpokladejme naopak, ze vektory vy, .... v, (které museji byt ne-

nulové), mohou byt linedrné zavislé v R". Potom existuji takova realné cisla
1, ....04 1, 2e plati

Vg = (1.0 F oo Vs

7 charakteristické rovnice

Ao, = Ny
dostaneme
ap A+ F oA = A (o oo )
a s pouzitim obdobnych rovnic formulovanych pro A; a v;, kde j € {1.....s—1},

namisto A, a vy, dale

('\1.(/\1 — /\.';')-1'1 4+ ...+ ('\3;.,1.(/\5.,1 - /\};.).(,'».;.,1 = 0.

Pro A, rizné od Ay, .... A, tak dospivame ke sporu vy = ... v, = 0.

Véta 7.2: Necht 4 je symetrickd matice z """, kde n € N. Jsou-li \j..... A,
(s € {1.....n}) ruzné vlastni éisla matice 4 a v1..... v, jim odpovidajici vlastni
vektory, jsou kazdé dva z vektori vy..... v, vzdjemné ortogonalni.

Drikaz: Uvazujme charakteristickou rovnici formulovanou jednak pro A; a vy,
jednak pro A\, a v, s ruznymi indexy j. & € {1.....s}, tj.

Ay =Ny, Ay =My

Vynéasobime-li ob€ strany prvni rovnice skaldrné vektorem v, a obé€ strany druhé
rovnice vektorem v, dostaneme na levé strané obou rovnic vzhledem k symetrii
matice A stejny vysledek (A.v;)« v, = (L)« vy; porovnanim pravych stran pak
vychézi

/\J'.l"]' o U = /\/,;.l"]' o Uy
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neboli
(N = Aw)ty et =0

Pro \; # A\, uz pfimo dostdvame pozadovany vysledek.

Véta 7.3: Necht 4 je symetrickd matice z 7", kde n € N. Pak vSechna
vlastni ¢isla matice 4 jsou realnad a jim odpovidajici vlastni vektory lze nalézt
v "

Ditkaz: Uvazujme libovolné vlastni ¢islo matice A ve tvaru ~+i.p, kde w. p €
I?, a jemu odpovidajici vlastni vektor ve tvaru a+ .0, kde a. b € R". Ziejmé plati

Ala+ib)=(w+ip)la+ib).
Rozkladem na realnou a imaginarni slozku obdrzime
Aa=ra—pb, Ab=pa+rb.

Vynéasobime-li obé strany prvni rovnice skalarné vektorem 0 a ohé strany druhé
rovnice vektorem «, dostaneme na levé strané obou rovnic vzhledem k symetrii
matice 4 stejny vysledek (A.a).0 = (A.0).«; porovnanim pravych stran pak
vychazi

Foteb—pbeb=paca+ r.asd

neboli
p-(Jlall?+ 0l2) = 0.
Ponévadz ¢ = b = o neni piipustné, dospivame k zavéru p = 0. Mizeme uz tedy
psat pouze
Aa=ra, AbD=rD;

volba b = o pak zajisti redlnost vlastniho vektoru.

Véta 7.4: Nechf 4 je symetrickd matice z 1"*", kde n € N. Plati-li pro
vsechny nenulové vektory v € R

(dw)eu>0.

jsou v8echna vlastni ¢isla matice A redlnd nezéporna. Plati-li pro vSechny nenu-
lové vektory u € I?" dokonce
(Aaw)eu>0.

jsou v8echna vlastni ¢isla matice 4 kladn4.

Dikaz: Realnost vlastnich ¢isel vyplyva z pfedchozi véty. P¥ipustme nejprve,
7e nékteré vlastni ¢islo A, jemuz odpovida vlastni vektor v € 1", je zaporné. Musi
tedy platit

0< (L) v=Nv-v=\*<0.
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coz neni mozné. Pripustme jesté, Zze nékteré vlastni ¢islo A, jemuz odpovida vlastni
vektor © € 1" neni kladné a zaroven je splnén p¥isnéjsi z predpokladi véty
(s ostrou nerovnosti). Potom musi analogicky platit

O<(dv)-v=Av-v=2A

vl> <0.

coZ téZ neni mozné.

Pro matici .4, ktera vyhovuje prvnimu (slabsimu) predpokladu véty 7.4, se v li-
teratufe casto pouziva nazev ,pozitivni matice”; pro matici A, kterd vyhovuje
druhému (silnéjsimu) pfedpokladu véty 7.4, se obdobné pouziva nazev ,pozi-
tivné definitni matice”. Takové matice i maji dalsi vyhodné vlastnosti: napf. je-li
A matici soustavy n linedrnich algebraickych rovnic o n realnych nezndmych,
Ize odvodit (a softwarové implementovat) efektivni algoritmy pro feseni takové
soustavy i pro velké ¢islo n. Snadana je i analyza feSitelnosti soustavy, k niz ji-
nak vyuzivime Frobeniovy véty — ze druhého predpokladu totiz mj. vyplyva, Ze
hodnost matice A je rovna n, takze soustava mé vzdy jediné feSeni.

Uvedené véty nefesi zdaleka vSechny otazky souvisejici s vlastnimi éisly a vek-
tory ¢tvercovych matic. To bude zfejmé i z nasledujici Gvahy. Ozna¢me napf. s
pocet Cisel A; (pro j € {1.....n}), kterd jsou rovna vlastnimu &islu ;. Jsou-li
v8echna vlastni ¢isla A;..... A, matice 4 € R"*" rizné, je vidy ¢« = 1. Jelikoz ke
kazdému vlastnimu ¢islu lze najit néjaky vlastni vektor, dostavame podle véty 7.1
(srov. téz komental pfed timto piikladem) celkem n linedrné nezavislych vlast-
nich vektorii 1, . ..., z nichz lze vytvoFit bazi prostoru 17". Kazdy dalsi vektor
v ?" by uz tedy byl linedrni kombinaci 4. . ... v,; jinak feCeno: ke kazdému vlast-
nimu ¢islu lze vlastni vektor (az na nasobnou konstantu) urcit jednoznacéné. Pro
s > 1 z¥ejmé vlastnimu ¢islu A; odpovida obecné vice linearné nezéavislych vlast-
nich vektori, které, jsouce doplnény o prvek o, vytvareji podprostor prostoru ?";
v tomto podprostoru lze pak sestavit ortogonalni bazi. Mohli bychom ocekévat,
7e dimenze takového podprostoru bude vzdy rovna s. Tato hypotéza je bohuzel,
jak mizeme vidét mj. v piikladu 7.3 (pro & = A = 1), chybna. Potiebnou teorii,
umoznujici mj. stanoveni uvedené dimenze, zde vSak vynechame, nebhot jeji pre-
zentace by prodlouzila vyklad vénovany linedrnim operdtorim zobrazujicim 3"
do I?" nékolikanésobné. V nasich konkrétnich p¥ikladech (vcelku jednoduchych,
nevyzadujicich pouziti vypocetni techniky) ndm to nastésti nebude vadit, nebot
véechny vlastni vektory korektné ziskame Gaussovou eliminaci.

Piiklad 7.1: Najdéte v I?* viechny vlastni vektory matic

2 1 =3
A=13 -2 -3
1 1 -2

A7t a A =21, je-li T jednotkova matice v I**3. Zjistéte, tvoii-li tyto vlastni
vektory bazi I?3.
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Regend: Nejprve urcéime vlastni &sla matice 4, a to z podminky, ze determi-
nant matice -4 — A.J musi byt roven nule, Kazdé vlastni ¢islo A matice -4 musi
vyhovét podmince nulovosti determinantu matice 4 — A7, tj.

2—A 1 -3
3 -2-Xx =3 =0.
Sarrusovym pravidlem odtud dostavame
N2 02202 -2 0% 4 AN+ 4N +4N+8-3-9464+6—-3)N+3A-3.A=0
a po zjednodugeni
AN =224+ A +2=0.

Kazdé celociselné feseni takové rovnice musi byt (az na znaménko) délitelem
posledniho aditivniho ¢lenu na levé strané, tedy ¢isla —2. (Podrobnéji se této
problematice v ramci teorie reélné funkce realné proménné vénuji skripta [10].)
Dosazenim se muzeme presvéddit, ze rovnici lze dokonce zapsat ve tvaru

—A =DM+ 1D).(A+2)=0.

ktery odpovid4 jejim tiem celoéiselnym fefenim 1, —1 a —2 (ani jejich redlnost pii-
tom nebyla zéddnou z piedeslych vét zarucena). Z existence tif riznych vlastnich
¢isel uz (bez dalsiho ovéfovani) na zékladé véty 7.1 vyplyva, ze z odpovidajicich
(dosud neurcenych) vlastnich vektori lze vzdy vytvofit bazi I?3. Vlastni vektory
v matice 4 museji byt netrividlnimi feSenimi soustavy

(P WARIEN
ziskatelnymi Gaussovou eliminaci. Pro A = 1 vychéazi
é_; :g [1 1 —3} [2 0 —4} [1 0 —2}
1 1 -3 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 "

takze, zvolime-li libovolny realny parametr &, dostavame jiz

v =284,
Pro A = —1 vychazi
3 1 -3 3 1 -3
3—1—3~010~[31_g},
1 1 -1 0 -2 0

takze, zvolime-li libovolny realny parametr &, dostavame jiz

U= [& O&]T
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Pro A = =2 vychézi

4 1 -3 4 1 -3
30 -3[~|0 -3 -3 [31_‘1’}
11 0 0 3 3

takze, zvolime-li libovolny realny parametr &, dostavame jiz
v — [€ - T
v= [& —<. %] .
Determinant matice 4 je nenulovy (coz nemusime ovéfovat vypoctem) — v opac-
ném pripadé by totiz soustava .4.v = o méla néjaké netrivialni fefeni, takze ¢islo 0
by bylo vlastnim &islem 4. Vlastni vektory matice -4~ museji byt shodné s vlast-
nimi vektory matice 4, nebof vynésobenim charakteristické rovnice 4.v = A\
zleva matici At A~ vychazi

Al = A7,

Matice 471 ma tedy vlastni ¢isla 1, —1 a —1/2. Také vlastni vektory matice
A — 2.7 museji byt shodné s vlastnimi vektory matice -4, nebot charakteristickou
rovnici mizeme v tomto p¥ipadé psat ve tvaru A.v = jev, kde ;o = A+ 2. Matice
A — 2.1 ma tedy vlastni ¢isla 3, 1 a 0.

Piiklad 7.2: Najdéte v I?® vechny vlastni vektory matice

7T =2 =2
A=1-2 1 4
-2 4 1

které maji nezidpornou prvni soufadnici a jednotkovou délku. Zjistéte, tvori-li tyto
vektory ortogonalni bazi v I?".

Regeni: Nejprve uréime vlastni ¢sla matice 4, a to stejné jako v minulém
pfikladu z podminky, 7e determinant matice 4 — A.J musi byt roven nule. Diky
tomu, %e matice A je symetricka, vime ale nyni z véty 7.3 piedem, Ze vSechna jeji
vlastni ¢isla budou realné. Kazdé vlastni ¢islo A matice 4 musi vyhovét podmince
nulovosti determinantu matice 4 — A\.7, tj.

-2 1= 4 =0.
-2 4 1=

Sarrusovym pravidlem odtud dostavame
N TN N LN T A—TA A=A+ T7+32-4+470-112+16.A-4+4.0=0

a po zjednodugeni
—A 4902 +90—81=0.
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Zde milzeme zopakovat ivahu z pfedchoziho piipadu o moznych celodiselnych
TeSenich, kterd (az na znaménko) museji byt zde déliteli ¢isla 81. Dosazenim se
muzeme presvéddcit, ze rovnici lze zapsat ve tvaru

—(A = 9).(A— 3).(A+3) =0.

ktery odpovida jejim tiem celodiselnym feSenim 9, 3 a —3. Ponévadz matice A
je symetrickd a ma tii rizné vlastni ¢isla, museji vlastni vektory (bez ohledu na
nasobné konstanty) pfislusné k témto vlastnim éislim v disledku véty 7.3 tvofit
ortogonalni bazi ?3. Vlastni vektory ¢ matice 4 museji byt netrividlnimi feSenimi

soustavy
(A=XNDHw=o.

ziskatelnymi Gaussovou eliminaci. Pro A = 9 vychazi

22 Lol 11 1 10 -2
I Rl A Rl I RE T ol NG
-2 4 -8 0 6 —6

takze, zvolime-li libovolny nenulovy realny parametr &, dostavame jiz
U= [_Zé é? &]T .

Z podminky
1= [P =48+ + P =6

vychézi ¢ = +1/1/6; ze dvojice feseni vyhovi
v =[2/V6. —1/V6. —1/v6]".

Pro A = 3 vychézi

4 -2 -2 2 -1 -1
-2 2 4|~[0 -3 3 N[g *1 _H
-2 4 -2 0 3 -3

takze, zvolime-li libovolny nenulovy realny parametr &, dostavame jiz
= [gé &]T
Z podminky
L= o] =&+ + =3¢

vychézi &€ = £1/V/3; ze dvojice Feseni vyhovi

v=[1/V3.1/vV3.1/V3]".
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Pro A = =3 vychézi

eI I ) B ST Y
—2 4 4
takze, zvolime-li libovolny nenulovy realny parametr &, dostavame jiz
v=1[0.-¢.¢".

Z podminky
1=lt? =0+ +3 =2

pak vychézi & = +1/v/2; vyhovi obé Fegeni

v =+0.1/v2.1/V2]".

Piiklad 7.3: Najdéte v I?* vSechny vlastni vektory matice

1 o« 00
1 100
A= 0 00O
0 00O

ktera maji vSechny slozky realné s vyjimkou druhé slozky, kterd smi byt ryze
imaginarni, pro « € {—~1,0.1}.

Regeni: Pro libovolné redlné a nejprve opét uréime vlastni ¢isla matice A
z podminky, Ze determinant matice 4 — A.7 musi byt roven nule. Kazdé vlastni
¢islo A matice 4 musi vyhovét podmince nulovosti determinantu matice 4 — A.J,
kterou zde ihned zjednodusime s vysledkem

1_/\ & O O
l1o1-x 0 0
0= 0 0 -A 0 =

0 0 0 —A

1 12\ :)\2.()\2—2./\—0—1—0).

1—A Q

Ziskana algebraicka rovnice kromé dvojnasobného feseni A = 0 také dvojici kom-
plexné sdruzenych reseni

/\:%<2i\/4—4.(1—(\)>zli\/ﬁ.

Vlastni vektory sestavime na zakladé Gaussovy eliminace stejnym postupem jako
v obou piedchozich pfikladech. Pro &« = 0 mame 2 dvojnésobné fefeni A = 0 a
A =1. Pro A = 0 vychézi

11000
0100/

O O = =
O O = O
o O O O
o O O O
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takze, zvolime-li libovolné realné parametry ¢ a 1, z nichz aspoii jeden je nenulovy,
dostavame jiz

v =10,0,& )"
Pro A =1 vychazi
00 0 0 100 0
10 0 O
~10 010
00 -1 0 000 1
00 0 -1

takze, zvolime-li libovolny nenulovy redlny parametr &, dostavame jiz

v =10.£0.0]".
Pro a = 1 mame 1 trojnasobné Yeseni A = 0 a 1 jednoduché feSeni A = 1.
Pro A = 0 vychézi
1100
1100
0000 ~[1100]
0000

takze, zvolime-li libovolné realné parametry &, 1 a ¢, z nichZ aspon jeden je
nenulovy, dostavame jiz

0= [é _é I]fC]T‘
Pro A = 2 vychazi
-1 1 0 O 1 —1 0 0
1 -1 0 O
~10 010
0 0 =10 0 001
0O 0 0 -1

takze, zvolime-li libovolny nenulovy redlny parametr &, dostavame jiz

0 =[¢¢0.0".
Pro o« = —1 mame 1 dvojnasobné feseni A = 0 a 1 dvojici komplexné sdruzenych
feSeni A = 1 £ 4 Pro A = 0 vychazi
1 -1 00 1 =100
1 100 1 000
0 000 0 000
0 000 0 000

takze, zvolime-li libovolné realné parametry £ a 1, z nichz aspoi jeden je nenulovy,
dostavame jiz
v =10.0,1.¢]".
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Pro A = 147 (provadime-li eliminaéni Gpravy z tispornych diivodii pro ob€ vlastni
¢isla soucasné) vychazi

— -1 0 0 00 00 ‘

1 T 0 0 lepooNéjg’?g
0 0 1T/ 0 00 10 0 0 01
0o 0 0 1T 00 01

takze, zvolime-li libovolny nenulovy redlny parametr &, dostéavame jiz

v = [¢ FE0.0.0]
Piiklad 7.4: Ovéite, %e matice A € [R1000-1000 “Lteron lze zapsat ve tvaru
2 1 0 0 0O 0 0 01
1 4 1 0 0O 0 0 0O
0o 1 4 1 0O 0 0 o0
0o 0o 1 4 0O 0 0 o0
A= . . .. ..
0O 0 0 0 4 1 0 0
0O 0 0 0 1 4 1 0
0O 0 0 o0 0 1 4 1
L 0O 0 0 O o o0 1 2 |

mé v8echna vlastni éisla kladna.
Reseni: Matice je p¥ili§ rozsahla na to, aby bylo rozumné ovéfovani pfimym
vypocétem. Je v8ak symetricka, takze podle véty 7.3 museji byt vSechna jeji vlastni
éisla realnd. Zda jsou skuteéné kladné, miZzeme zjistit podle véty 7.4. Pro libo-
volny nenulovy vektor 1« € 1% dostavame

(Aw)eu= vl A=

2.1/% + 2.y g + 4.1/3 + 2.ug.13 + 4.1/§ + ...+
2 2 2
4. ggs + 2.1ggs. U999 + 4.1gee + 2.1g98.Uggg + 2.U 000 =

(/% —+ 2.1/3 + ...+ 2.(/399 —+ (/%000 —+ (le —+ (/2)2 + ...+ (11999 —+ 111000)2 Z

2 2 .
Uy o4 Uigeo > 0.

coz garantuje kladnost v8ech vlastnich ¢isel.

Matice obdobné matici z pfedeslého piikladu (pasového charakteru, v praxi
vét§inou s méné pravidelnym obsahem) skuteéné vznikaji p¥i numerickém Fe-
Seni diferencidlnich rovnic, pouziva-li se jejich diskretizace (pfiblizna nahrada
soustavami linedrnich algebraickych rovnic) na zakladé metody siti (¢ili konec-
nych diferenci) nebo metody koneéngch prvki. Z hlediska aplikaci je vySetiovani
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vlastnich ¢isel a vektort dilezité napi. pii zjisfovani tzv. vlastnich tvart kmitani
stavebnich konstrukei: zejména pfi navrhovani a posuzovani pfiéné zatizenych
stihlych konstrukei (vétrem namahanych stozart, komini apod.) mize byt tento
vypodet rozhodujici. Vypodet se pochopitelné v dnesni dobé neprovadi ruéné, ale
specifickymi algoritmy numerické matematiky (jimiz se zde zatim nezabyvame)
s vyuzitim vhodné vypocetni techniky.

Vsimnéme si jesté jedné dilezité vlastnosti charakteristickych ¢isel a vektorii.
Podaif-li se nam najit néjaky pocet m € {1....n} vlastnich &sel Ai..... A\,
matice 4 € """ a jim odpovidajicich vlastnich vektoru

(vjrproje{l.....s}ak e {l.....n} jsou vobecném piipadé ¢islaz (') muzeme

sestavit ¢tvercovou diagonalni matici

/\1
A=
)\/7/,

(nuly mimo hlavni diagonalu v tomto zapisu vynechavame) a obdélnikovou matici

M1 e W

) )
Ui oov Ump

pro néz plati
AT =TA.

Vynésobime-li tuto rovnici zleva matici 17, dostdvAme novou rovnici
T4 =171VA,

kterd muze byt uziteénd pro vypodet vlastnich ¢isel matice A, zname-li pouze
jeji vlastni vektory (coz byva uziteéné v numerickych metodach pro pfiblizné
zjistovani vlastnich &isel rozsahlych matic). Je-li matice V7717 reguldrni, ziska-
vame néasobenim této nové rovnice matici inverzni k matici 17717 zleva

A= (V) T

Zejména jsou-li vlastni vektory vy. .. .., vzajemné ortogonélni, je matice 17.1
nutné diagonélni (a jeji inverze je tedy velmi jednoduchd); je-li navic dokonce
el = ... = |lea|l = 1, je dokonce 1.1 jednotkovéa matice z ™", a vychézi

tedy piimo

A=1T47".
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Poznamenejme jesté, ze v nejjednodussim ptipadé m = 1 dostéavame (pFipustime-
li obecné ||| = 1) klasicky ,,Rayleightiv podil* pro vypocet jednoho vlastniho
¢isla
(A‘l.lvl) . 1'1
[P

Na dvou prikladech si nyni ukézeme, jak lze znalosti vlastnich ¢isel a vektori ma-
tice soustavy efektivné vyuzit pfi feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic,

)\1:

Ptiklad 7.5: Pro matici 4 z ptikladu 7.2 uréete s vyuzitim vysledku piikladu
7.2 neznamy vektor . € I3 ze soustavy A.x = b, kde b = [5. —4,5]".

Reseni: Oznaéme

2/V6 1/V3 0
V= -1/V6 1/V3 1/V2
~1/V6 1/V3 —1/V2

matici z sestavenou ze v8ech vlastnich vektori matice 4, nalezenych v ptikladu
7.2 (pro treti vlastni vektor volime zaporné znaménko). Piednosti matice 1" je, ze
z jejich sloupci Ize vytvofit ortonorméalni bézi 1?3, a matice 1~ je tedy nejen regu-
larni, ale dokonce plati 177.1" = I, kde I je jednotkova matice z 1?**3. Oznacme
dale

9
A= 3
-3
prislusnou diagonalni matici vlastnich ¢isel. Zavedeme-li pomocnou proménnou
y € I® vztahem = = 17y, dostaneme zadanou soustavu rovnic v novém tvaru
AV =19.

Ponévadz 177.4.1" = A, vynasobenim obou stran matici 17 zleva vychazi
Ay=1T0.
Odtud uz snadno (bez jakékoliv eliminace) mizeme vypoditat
y=A1VT0
a pouhym nasobenim znamych matic koneéné
r=VA YT,

zde ziejmée
A=A =
2/V6 1/V3 0 1/9
—1/V6 1/V3  1/V2 |. 1/3
-1/V6 1/V3 —1/v2 -1/3

AVRLY
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2/V6 —1/V6 —1/V6 5 2 2
1/v3 1/V/3 1/V3|=1/271.|2 -1 8
0 1/V2 —1/V2 2 8 -1

atedy v = 4710 =[1.2.-1]".

Priklad 7.6: Zjistéte, pro ktery realny parametr « mé maticova rovnice
A =21, kde

3 1 3
A=]1a 3 3
01 2

n&jaké netrividlni fegeni © € I3, Pro takovy parametr v pak najdéte viechna
takova Tefeni .+ a porovnejte je s fegenim y € I® maticové rovnice A7. 4.y =
2. 47y, resp. s fefenim » € I maticové rovnice A.» = 2. 47 .z,

Regend: Prvni zadanou maticovou rovnici lze zapsat ve tvaru
(4=21).r=0.

kde I je jednotkové matice z 1?33, Netrividlni feSeni ziejmé existuje, prave kdyz
matice 4 —2.7 ma vlastni ¢islo 2; pak .» je odpovidajici vlastni vektor. Gaussovou
eliminaci ihned vychézi

1 13 1 1 3
a1l 3 ~|a—-1 0 0] ;
010 0 10

musi tedy platit «« = 1. Pro libovolné & € IR je FeSenim maticové rovnice 4.0 =
2. vektor = [£.0, —¢/3]" (specialné pro & = 0 dostdvame oviem vylucované
trividln{ feSeni). K matici A" muzeme najit matici inverzni: Jordanovou tpravou
Gaussovy eliminace vychézi

310100 310 100
131010|~108 3 -13 0|~
332001 022 —-101
24 0 -3 9 -3 0] [24 0 -3 9 -3 0
08 3 -1 3 0|~ 08 3 -1 3 0~
02 10 -6 -6 8 01 5 -3 -3 4

120 0 0 36 —-24 12 100 03 =02 0.1
0 40 0 4 24 -12|~(0 1 0 01 0.6 -0.3
0 05 -3 =3 4 001 -0.6 —-0.6 0.8

takze
0.3 0.2 0.1
(ANt 4=1] 01 0.6 —0.3
-0.6 —0.6 0.8
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0.7 0.2 0.5
0.9 16 1.5
—2.4 —1.6 -2
Matice 4 je zfejmé regularni, takze y = u: vynésobime-li druhou ze zadanych

maticovych rovnic nasobit zleva matici 4™, dostaneme prvni z nich. Vynasobime-
li posledni zadanou maticovou rovnici rovnéz zleva matici 471, mizeme vysledek
prepsat do tvaru

(AN La-210).2=0.

Netrividlni feSen{ zfejmé existuje, pravé kdyz matice (A7)"1. 4 — 2.7 m4 vlastni
¢islo 2; pak = je odpovidajici vlastni vektor. Gaussovou eliminaci nyni vychazi

~1,3 —0.2 0.5 13 2 -5 13 2 -5
0,9 —0.4 1.5~ | 9 —4 15|~ |48 2 0|~
—2.4 —1.6 —4 3 2 5 16 4 0

13 2 -5 13 2 -5

24 1 0|~[24 1 0

41 0 20 0 0

Z trojihelnikového tvaru vysledné matice soustavy (uz bez dalstho vipoctu) vi-
dime, Ze zadné netrividlni fefeni » neexistuje.

Kdy? jsme se zabyvali standardnimi zptisoby konstrukce normy libovolné ma-
tice 4 € R™*" kde m.n € N, poznamenali jsme, Ze alternativni zpusob kon-
strukce normy vychézi ze znalosti o vlastnich cislech ¢tvercovych matic. Pro po-
sledni z norem uvedenych v ¢asti 4 ponechme nyni (namisto ptivodniho oznadeni
||-4]]) oznadeni ||-4]|.. Normou ||-4|| budeme nadale rozumét druhou odmocninu
z nejvétsiho vlastniho ¢isla matice A”. 4. Tato matice je vzdy ¢tvercovéa symet-
rické fadu m a ze vztahu

ol AT 4= (dv)(Adw) >0

platného pro libovolny nenulovy vektor v € R je okamzité ziejmé, ze vSechna
jeji vlastni ¢isla jsou redlna nezéporna. Lze ukézat, Ze || 4| skuteéné vyhovuje de-
finici 4.1; obdobné jako v p¥ikladu 4.1 je pfitom pracné jen ovéfovani vlastnosti c).
Pro normu ||| se ¢asto pouziva pojem ,spektralni norma“ (pojmem ,spektrum
matice” byva totiz v literatufe struéné oznacovana mnozina vSech vlastnich ¢isel

zadané matice). Pokud bychom v8ak speciélné (pro m = 1) chtéli takto sestavit
normu vektoru v = [uy.....u,] € R, nedostali bychom nic nového, ponévadz
u"u = u.u = |[u]]? je formalné matice prvniho ¥adu, jejiz jediny prvek je to-

tozny s jedinym vlastni ¢islem — ,spektralni norma“ zde splyva s ,euklidovskou
normou”. Neékteré dalsi vlastnosti zminovanych norem nam pfiblizi nasledujici
ptiklad; musime si v§ak uvédomit, Ze pracnost vypoctu ||4] by znacné nartstala
u obecné nesymetrickych matic .4 (pro ilustraci by stacilo pouzit matici .4 z pii-
kladu 7.1).
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Priklad 7.7: Pro matici 4 a vektory 0 a = z pfikladu 7.5 vypoctéte normy
4], 1[4+, 1]0]] a |+]], ndsledné porovnejte isla ||b|], ||-A]].|J+]] a ||-4]]..] =] a zjis-
téte, zda obdobné vztahy plati mezi témito ¢isly i pro libovolnou matici A4 € """
kde n € {1.2....} takovou, ze matice A7..4 m4 n riznych vlastnich ¢isel, a pro
libovolné vektory .- a b= Az R".

Resend: Snadno vypo&teme
Al = VT2 4422+ 242+ 2.12 = V99 = 3.V/11 ~ 9. 94987437 .
o]l = V22 + 212 = V6 ~ 2,44948974 ,

0] = V2,52 + 42 = V66 = V6.V/11 ~ 8, 12403840 .
| Al ||| = 3.V11.V/6 ~ 24. 37211521 .

Pokusime se nyni uplatnit znalost nejvétsiho vlastniho ¢isla A = 9 a prislusného
vlastniho vektoru v nagi matice A z piikladu 7.2. Ponévadz je A7 = A, plati

(AT ) = A(d) = A (da) = A2

A% = 92 je tedy nejvétsim vlastnim ¢islem matice A7.4, v disledku ¢ehoz ||4]| =
9. Dostavame tak
|| |l2]| = 9.v/6 & 22. 04540769 .

Vidime tedy, ze plati
O] < LAl << AL

V obecném piipadé se pokusime dokizat aspon

o1 < (Al < AT

pfitom je ziejmé [|b]| = [|A.7||. PHmym vypodtem, v némz vystupuji prvky «;;
¢tvercové matice A (7. j € {1.....n}) dostdvame
i i
ol =>_ 1)? =) (((1','1.1?1)2 + ...+ ((1'/',,/.1?,,/)2) .
Jj=1 =1

Jelikoz vSak podle Schwarzovy nerovnosti v 12" (z véty 6.1) pro libovolné ; €
{1.....n} plati

((Iﬂ.z’l)Q + ...+ ((IJ,,,.I’,,,)Q < ((1?1 4+ ...+ (1?”).(.1’% 4+ ...+ 13) ,

dostavame déale

n

10| < Z((I?l + ..+ (13”).(.@ o) = AR 2

J=1
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Je tedy |[A.z]| < || A]..][x]]. Ozna¢me nyni A;.. ...\, vlastni &sla matice A”..4
a 'y, ....1, jim pfislugné vlastni vektory. Bez jmy na obecnosti miizeme pied-
pokladat |[4]|2 = Ay > ... > A, > 0. Podle véty 7.2 tvofi vektory vy.....1,

ortogonélni bazi prostoru ", takze & = ay.vy + ... + .0, pro néjaké redlné
koeficienty .. ... ., takze plati

[ A2 =" AT A = (a4 o) AT Ao 4+ ay,) =

(v 4 oo apry) s (Ao + oo A y,) <
A2 (o) 4 (ap)?) = (AR

Z konstrukee tohoto odhadu je zfejmé, %e nelze najit mensi ¢islo 1 € R, pro

které by platilo || A..x|| < p.||r]| nezvisle na vybéru = € R”, nez pravé i = \| =
|[4]|. Totéz nelze obecné ¥ici o pfedchozim odhadu, zaloZzeném na Schwarzové
nerovnosti, s ;¢ = ||4]|.. Dospivame tedy k ocekdvanému zavéru || 4] < || 4]..

vvvvv

pouzit vétu 7.2, obtizné ovéfitelny pfedpoklad o existenci » riznych vlastnich ¢éi-
sel symetrické matice 47. 4, kterd jsou piitom podle véty 7.3 nutné reélné. To
nas navadi k otazce, neni-li tento pfedpoklad zbytecny. Kladna odpovéd na tuto
otazku se opird o nasledujici vétu, kterd (zdanlivé nepatrné) zobectiuje vétu 7.2.
Jeji (pomérné komplikovany) dikaz tu uvadime hlavné proto, abychom ziskali
predstavu o ditkazovych technikéch pouZzivanych v teorii matic a linedrnich ope-
ratoru.

Véta 7.5: Necht 4 je symetricka matice z 77", kde n € N. Jsou-1i \j..... \,
(néktera se mohou opakovat) v8echna vlastni ¢isla matice 4, lze k nim najit od-
povidajici vlastni vektory vy..... i, € IR tak, ze kazdé dva z nich jsou vzajemné

ortogonalni.

Dikaz: S ptihlédnutim k vété 7.2, kterou zobeciiujeme, staci ukéizat, 7e exis-
tuje takova matice 1" € """ jejiz sloupce tvofi ortonormalni hazi prostoru /2",
a takova matice A € R7," (obdobné jako v piikladu 7.5), Ze plati V7. 417 =
A; matice V7 pfitom sestéava postupné ze sloupcu tq.....v, a matice A z Cisel
Ases Ay Z véty 7.3 je pritom ziejmé, ze A, .... A, jsou redlna ¢isla; je tedy ro-

zumné hledat vy, ....v, € [?”. Dikaz provedeme tplnou matematickou indukci.

V nejjednodugsim piipadé, kdy za n dosadime 1, véta evidentné plati: staci zvo-
lit vy = 1 a Ay identické s jedingm prvkem matice 4. Pfedpokladejme, 7e véta
plati také v p¥ipadé, ze n zaménime za n — 1. Uvazujme néjaké vlastni ¢islo A
a jemu odpovidajici vlastni vektor » pivodni matice 4 € R"*". Oznacme U
matici z ™" slozenou postupné z vektorti v, wy. . ... wy,—1 takovych, ze uspora-

danad mnozina {v. wy.....w,} tvoii ortonormalni bézi prostoru " (srov. postup

konstrukee takové baze v piikladu 6.2). Pak plati

oA = A2 = AL
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VT 1 — VT 1 — VT v, — VT T v, — VT v, — A VT v, —
wiAv=Aw;o=0. v Aw; =0 A = () ey = Aol = 0.

Ze soucini ] . Ay, pro libovolné j. 1 € {1.....»n — 1} mizeme vytvofit jistou
symetrickou matici B € RV~ Podle indukéniho predpokladu oviem pro
tuto matici jiz plati

rpr=q.

kde Q € RYVUD 4 gloupce matice P € R'=D*("=1) generuji ortonormAlni
bézi prostoru R'~D*("=1) Zavedeme-li tedy nové matice [”. 11" € "*" piedpisem

7T - -1 ol
C=U"AU, U—[O P}’

kde o je nulovy vektor z RU"=D*("=1) " dostaneme postupné

« 77T T /\ ()T
C=UT Al _[0 .

T e B e Aol I
I AUy =170 = [ . } . [ A N IS
1 ol 1 o 1 ol 11 ol
o PTBl o P| o P"BP| o Q|

B N Aol
V=00, A—[O Q}

Matice

z prostoru 2" pak uz maji pozadované vlastnosti.
Priklady pro samostatné studium:
Priklad 7.8: Je ddna matice

200
A=1110
1 01
Najdéte v8echna takova komplexni ¢isla «v, pro néz ma maticova rovnice

Ar+atr=ar

né&jaké netrivialni Teseni.
Vijsledek: Mize b§t o = 1/2 +i.4/3/2 nebo o = 1/2 +i.\/7/2.
Priklad 7.9: Je dana matice
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1 3 0
A=13 -2 -1
0 -1 1

Matici A71% (coz je zkraceny zépis pro (A71)'%) rozlozte do tvaru A1 =

TTATY, v némz A je diagonalni matice z 12**3 s postupné klesajicimi diagonal-
nimi prvky a sloupce matice 1~ tvoii ortonormalni bézi 3.

Vijsledek: Pro volitelnd 1. 55,53 € {—1.1} je celkem 8 Fesent

1 c1/V10 3.52/V14 —3.23/V/35
A= 1,310 . V= 0 2.5/V14  5.23/V35
1/4100 3.5 /VI0 —cp/VI4  23/V35

Priklad 7.10: O c¢tvercové symetrické matici tietitho fadu 4 se dochovaly
jen kusé informace: v levém hornim rohu matice 4 je nejvétsi ¢islo, v pravém
dolnim rohu matice 4 je celé &islo a navic matice (A —2.7)"!, kde I je jednotkova
matice tfetiho Yadu, ma vlastni ¢isla 1, 1/2 a 1/3, kterym postupné piislusi vlastni
vektory [1,1.2]7, [L. —1.7]" a [7.7,7]". Pokuste se rekonstruovat matici 1.

Vijsledek: Existuje jediné feSeni

5/2 —1/V12 —-1/V2
A=1-1/v12 32 —1/V6
-1/vV2 -1/V6 2

8 Ukazka kontrolniho testu

Na zavér zafazujeme ukazku kontrolniho testu sestaveného ze ¢tyt piikladi. (Pii
skute¢né zkousce by samozfejmé chybély informace o vysledeich.)

Priklad 7.1: Zjistéte, tvofi-li pro nékteré pfedepsané ¢islo & € I? mnozina
v8ech polynomu f z prostoru 1% spliiujicich podminku f(0) = « linedrni podpro-
stor prostoru 7%. Pokud ano, zjistéte jeho dimenzi a navrhnéte jeho bazi.

Visledek: Musi byt o = 0 (z podminky a) v definici 1.1). Pfislusny linearni
podprostor prostoru /% mé dimenzi 2; jeho bazi je napf. mnozZina { f;. f2}, kde f;
a fo jsou polynomy zavedené pro kazdé . € R predpisem f () = u, fo(r) = 22

P¥iklad 7.2: O vektorech . € R” je znama pouze nasledujici vagni infor-
mace: bud [[u|| =2, ||v|| =4 a|lu —v|| = 6 nebo ||ul| =6, ||| =4 a||u—1v| =2.
Vypoctéte 4 = u. (u —v).

Vysledek: Prvni alternativa je nesmyslnd (narusuje podminku ¢) v definici
4.1). Ze drubé alternativy vychézi 4 = 12.

Ptiklad 7.3: Jsou dény vektory v = « — 5.0 + 3.a.ca v = a —a.b — ¢,
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piicemz ||a|| = 2, ||0]] = ||c]| = 1, {a.b.¢} je pozitivni ortogonalni baze I3 a «
je reélny parametr. Najdéte takové o a nasledné i vhodné w € I3, aby {u. v, w}
byla negativni ortogonalni baze I?3.

Vysledek: Musi byt o = —2; pritom w = 5.(17.a — 20.0 + 28.¢), kde 7 je
libovolné zaporné éislo.

Priklad 7.4: Najdéte vSechny takové vlastni vektory matice

2 1 0
1i=13 -1 1
0 1 2

jejichz prvni slozka je rovna 1.

Regeni: Matice 4 mé vlastni ¢isla 3, 2 a —2; ke kazdému z nich lze najit vlastni
vektor pozadované vlastnosti. Postupné tak vychézeji vlastni vektory [1.1.1]",
[1.0.—3]" a [1.—4.1]".

Priklad 7.3: Jsou dény vektory v = ¢ — 5.0 + 3.v.c a v = a — a.b — ¢,
piicem? ||a|| = 2, ||0]] = ||c]| = 1, {a.b.¢} je pozitivni ortogonalni baze ?* a «
je realny parametr. Najdéte takové o a nésledné i vhodné w € I3, aby {u, v, w}
byla negativni ortogonalni béze 7.

Vysledek: Musi byt o = —2; pritom w = 3.(17.a — 20.0 + 28.¢), kde /3 je
libovolné zaporné ¢islo.

Uspésné vyieseni téchto piikladi signalizuje potfebny stupen osvojeni pojmi
a postupil z teorie linearnich prostoru a operatoru. Ziskané znalosti budou vzé-
péti uzitetné (i kdyz zpocatku jen ve velmi specidlnim linedrnim prostoru %)
pii studiu linedrnich (a pozdéji i nelinedrnich) geometrickych tvaru v I?%; tomu
se tradiéné vénuje (s vyuzitim dalgich operaci s vektory, specifickych pro pro-
stor I?3) analytickd geometrie. Jejimi zékladnimi tlohami se zabyva navazujici
elektronicky ucebni text [1].
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